Erinnerung: Eine Gruppe G, die E@Mst und nur 1 und G als Normalteiler hat, heisst einfach.

5.1.4 Satz: Fiir jeden Korper K und jedes n > 2 ist die Gruppe

PSL(n, K) = SLu(K)/{\, | A€ K*, X" =1}
A et e S L (e ) .

einfach, ausser fiir n = 2 und |K| < 3.
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5.2 Subnormalreihen

5.2.1 Definition: (a) Eine Folge von Untergruppen 1 = Gy < Gy < ... < G, = G, deren jede normal in

der néchsten ist, heisst eine Subnormalreihe von G.

(b) Eine Untergruppe, welche in einer Subnormalreihe von G auftaucht, heisst eine subnormale Unter-

gruppe von G.

Erinnerung: (a) Die Kommutatorgruppé |G, G]}iner Gruppe G ist die von allen Kommutatoren [g, h] :=

ghg=th~! fiir alle g, h € G erzeugte Untergruppe.

(b) Fiir eine normale Untergruppe N < G ist die Faktorgruppe G/N genau dann abelsch, wenn N die

_

Kommutatorgruppe [G, G| enthélt.

5.2.2 Definition: Die hiheren Kommutatorgruppen von G sind definiert durch G© := G und GO+ =
(G, GW] fiir alle i > 0 und bilden eine Folge

G=G9p> . . >GYpqgit) s

Dabei sind alle Subfaktoren G /G@+1) abelsch.




Erinnerung: Betrachte eine Gruppe G mit Untergruppen H @ @ N.

Erster Isomorphiesatz: Es ist H N N << H und HN < GG und wir haben einen Isomorphismus

[ H ~ HN

Zweiter Isomorphiesatz: [st N C H < G, so haben wir einen Isomorphismus

% = IC;;/T% gH — (gN)(H/N).

5.2.3 Proposition: Betrachte eine Subnormalreihe 1 =Gy < G < ... < G, = G.

(a) Fiir jede Untergruppe H < Gist 1= HNGy < HNG; < ... 1 HNG,, = H eine Subnormalreihe

von H, und fiir alle 1 <7 < m gilt

(b) Fiir jeden Normalteiler N < G ist 1 = GoN/N < G1N/N < ... < G,,,N/N = G/N eine Subnormal-

reihe von G/N, und fir alle 1 < i < m gilt

GiAN/N — (GinN)Gi1/Gi Gy
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5.3 Kompositionsreihen

5.3.1 Definition: Eine Subnormalreihe 1 = Gy < Gy < ... < G, = G, bei der alle Subfaktoren G;/G;_;
einfache Gruppen sind, heisst Kompositionsreihe von G.

5.3.2 Proposition: Jede endliche Gruppe besitzt eine Kompositionsreihe.
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5.3.3 Beispiel: Fiir jedes n > 5ist 1 < A,, < S,, eine Kompositionsreihe von .S,,. Eine Kompositionsreihe

von S, ist zum Beispiel, mit den jeweiligen Indizes:

14 ((12)34)) 2 (12)(34),13)24) 2 A4 4 S,

—_—

5.3.4 Beispiel: Die Gruppe Z besitzt keine Kompositionsreihe.
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5.3.5 Beispiel: Die Gruppe Z/67Z besitzt genau die zwei Kompositionsreihen

37/67. 4 7./61,
22/6Z < TJ6L.
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5.3.6 Definition: Zwei Subnormalreihen(1 =Gy < G1 < ... <G, =Gund 1 =Hy < Hi < ... < H, =

G heissen dquivalent, wenn m = n ist und ein o € .S,, existiert mit

Vi<i<n: Gi/Gio1 = Hyi/Hyios.

5.3.7 Satz: (Jordan-Hélder) Je zwei Kompositionsreihen sind dquivalent.

5.3.8 Bemerkung: In gewissem Sinn kann man eine Kompositionsreihe als feinstmogliche Faktorisierung
einer Gruppe ansehen. Die einfachen Subfaktoren spielen dann die Rolle der Primzahlen, und der Satz von
Jordan-Hoélder entspricht der eindeutigen Primfaktorzerlegung.

5.3.9 Definition: Eine Subnormalreihe, welche aus einer gegebenen Subnormalreihe durch Hinzufiigen

weiterer Terme entsteht, heisst eine Verfeinerung.
eiterer lerme entsten

5.3.10 Satz: (Schreier) Je zwei Subnormalreihen besitzen dquivalente Verfeinerungen.
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5.3.11 Schmetterlingslemma: (Zassenhaus) Fiir alle H' << H < G und K’ < K < G gilt:

() H'(HNK') < H(HNK) < H,

(5) (HHNK)K' < (HNK)K' < K, und
H'(HNK)  (HNK)K'
(el H(HNK) (HNE)K"
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