5.4 Auflosbare Gruppen

5.4.1 Definition: Eine Gruppe G heisst auflosbar, wenn sie eine Subnormalreihe 1 = Gy < G; < ... K
G, = G besitzt, bei der alle Subfaktoren G;/G;_; abelsch sind. DR

5.4.2 Beispiel: Jede abelsche Gruppe ist auflésbar.

5.4.3 Beispiel: Fiir jedes n > 1 ist die Diedergruppe D,, auflosbar.
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5.4.4 Satz: Die symmetrische Gruppe S, ist auflosbar genau dann, wenn n < 4 ist.
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5.4.5 Proposition: Eme einfache Gruppe i Osbar genau dann, wenn sie abelsch ist.
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5.4.6 Beispiel: Fiir jeden Ring R und jede natiirliche Zahl n ist die Gruppe B der oberen Dreiecksmatrizen
in GL,(R) auflosbar. Genauer ist fiir jedes 1 < k < n

Ue = {(aij)ij € GLa(R) | ayj = 0 fiir alle i > j — k} (

——

eine normale Untergruppe von B, und die Subnormalreihe 1 = U, < ... < U; < Uy = B hat abelsche Sub-

quotienten
U/U N (R*)™ fir k=0,
WP = Rk el <k <n— 1.
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5.4.7 Proposition: (a) Jede Untergruppe und jede Faktorgruppe einer auflésbaren Gruppe ist auflésbar
———— '_d_d_—_—_x.

(b) Fir jeden Normalteiler N <9 G ist G auflésbar genau dann, wenn N und G/N auflésbar sind
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5.4.8 Proposition: Eine Gruppe ist auflosbar genau dann, wenn eine ihrer hoheren Kommutatorgruppen
gleich 1 ist.
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