5.6.6 Beispiel: Es gibt genau 5 Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung p3. Darunter sind die

abelschen die Isomorphieklassen von
Z/p°7 wnd Z/p*7Z x Z/pZ und (Z/pZ)>.
—_— _—-—— —_——

Im Fall p > 2 sind die nichtabelschen die Isomorphieklassen der semidirekten Produkte Ot S

—_ C (/l-(- m)(’lt‘f l) .
viachd. Z/p*Z x Z/pZ mit “b:= (1 + pa)b fiir alle a € Z/pZ und b € Z/p*Z, = 4‘#/)[&:‘«” weck -
¥ (Z)pZ)* x Z/pZ mit *(b,c) := (b+ ac,c) fiir alle a € Z/pZ und (b, c) € (Z/pZ)*.

Im Fall p = 2 sind die nichtabelschen die Isomorphieklassen der Diedergruppe D4 sowie der Quaternio-

nengruppe
— Y

= {&£1, +i, +j, +k}

mit i? = j2 =k>=—1und ij = k = —ji und jk =i = —kj und ki = j = —ik.

5.6.7 Bemerkung: Die Quaternionengruppe ist kein semidirektes Produkt von echten Untergruppen.
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5.7 Sylowsatze

Sei G eine endliche Gruppe und p ein Primteiler der Gruppenordnung |G|. Schreibe

|G| m fir k,m > 1 mit p{m.

5.7.1 Definition: Jede Untergruppe von G der Ordnung@ heisst eine p-Sylowuntergruppe oder p-

Sylowgruppe von G. Sei Syl,(G) die Menge aller p-Sylowgruppen von G.

5.7.2 Satz: (Sylowsdtze)

(a) Es existiert eine p-Sylowgruppe von G.

(b) Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylowgruppe von G enthalten.

)
(c) Alle p-Sylowgruppen von G sind zueinander konjugiert.
)

(d) Die Anzahl der p-Sylowgruppen von G ist = 1 mod p und ein Teiler von m.

5.7.3 Folge: (e) Die Gruppe G besitzt cin Element der Ordnung p.
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