6.1 Transzendente Korpererweiterungen

Betrachte eine Kérpererweiterung L/ K.

6.1.1 Definition: Eine Kollektion paarweise verschiedener Elemente A = {a, | v € N} von L heisst alge-
braisch abhdingig iber K, wenn ein Polynom f € K[(X,),en] \ {0} existiert mit f((a,),) = 0. Andernfalls
heisst sie algebraisch unabhdngig tiber K. - T

6.1.2 Proposition: Fiir jede Teilmenge A C L sind dquivalent:
(a) A ist algebraisch unabhéngig iiber K, und L/K(A) ist al@

(b) A ist eine maximale iiber K algebraisch unabhéngige Teilmenge.

(c) A ist eine minimale Teilmenge von L, so dass L/K(A) algebraisch ist.
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6.1.3 Definition: Eine solche Teilmenge A C L heisst Transzendenzbasis von L/K.
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6.1.4 Proposition: (Austauschsatz) Fiir je zwei Tr#hszendenzbasen A und B von L/K und jedes Element
b € B \ A existiert ein a € A\ B, so dassm}_) U {? eine Transzendenzbasis von L/K ist.
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6.1.5 Satz: Es existiert eine Transzendenzbasis, und je zwel Transzendenzbasen von L/K haben dieselbe

Kardinalitat. D T\
b, o

6.1.6 Definition: Diese Kardinalitdt heisst der Transzendenzgrad von L/K und wird bezg¢ichnet mit
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6.1.7 Proposition: Es ist L/K algebraisch genau dann, wenn trdeg;, x = 0 ist.
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6.1.8 Proposition: Fiir jede endlich erzeugte Kérpererweiterung L = K(ay,...,a,)/K gilt

trdeg, x < n < oo.

6.1.9 Beispiel: Es ist trdegg o = card(R).
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6.1.10 Proposition: Fiir jeden Korperturm M/L/K gilt trdeg, jc = trdeg,,, + trdeg; .




6.1.11 Definition: Eine Korpererweiterung L/K, welche von einer Transzendenzbasis erzeugt ist, heisst

rein transzendent.

6.1.12 Beispiel: Der rationale Funktionenkorper K (X, ..., X,,) ist rein transzendent tiber K vom Tran-

szendenzgrad n.
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6.1.13 Beispiel: Der elliptische Funktionenkorper C(x,y) fir iiber C transzendente Elemente z und y

mit y? = 23 — x ist nicht rein transzendent iiber C. \
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7.3 Symmetrische Funktionen 2T s %

Wir betrachten Polynome in X = (Xj,...,X,) iiber einem beliebigen Ring R. =" —

7.3.1 Definition: Ein Polynom der Form f(X) = Z a; X", bei der die Summe sich nur iiber Multiindizes
¢ mit ) i, = d erstreckt, heisst homogen vom Grad d. ‘FJ{, ff J —EA (,”(J( . > K, )

7.3.2 Proposition: Jedes Polynom ist eine eindeutige Summe f = Zigo fa mit f; homogen vom Grad d.

7.3.3 Definition: Der Totalgrad deg(f) eines Polynoms f € R[X] \ {0} ist das grosste d mit fq # 0.

7.3.4 Proposition: Fiir alle f,¢g € R[X] ~ {0} gilt deg(fg) < deg(f) + deg(g), mit Gleichheit wenn R
ein Integritatsbereich ist.
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7.3.5 Variante: Fiir jede Varlable X, sei ein Gewicht p, € R gegeben. Ein Polynom der Form f(X) =
Sl a; X" bei der die Summe sich nur iiber Multiindizes i mit > i,u, = A erstreckt, heisst dann isobar
vom Gewicht \. Jedes Polynom ist eine eindeutige Summe f = ) f\ mit f) isobar vom Gewicht A.




7.3.6 Definition: Ein Polynom f € R[Xy,..., X,] heisst symmetrisch, wenn gilt @‘//A

£= MxL X
Vo € St f(Xot,-o oy Xon) = f(X1, ..., Xn). C = y . 5(‘1

7.3.7 Definition: Fiir jedes 1 < m < n ist das m-te elementarsymmetrische Polynom in X4, ..., X, das

homogene symmetrische Polynom vom Grad m
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Eine dquivalente Charakterisierung ist die Identitat

—SlX” Ly — (=18, € ZIX, Xq,...,X,].

Betrachte nun weitere VariablennUy, ..., U,.

7.3.8 Hauptsatz: Fiir jedes symmetrische Polynom f € R[X}, ... ,Xn] existiert ein eindeutiges Polynom
g < R[Ul,...,Un] mit .f:g(SbaSn)
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7.3.9 Zusatz: Ist f symmetrisch und homogen vom Grad d, so ist g isobar vom Gewicht d, wobei jedes
U, mit dem Gewicht v versehen wird.
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7.3.10 Beispiel: Fiir jedes d > 1ist > X¢ ein symmetrisches Polynom. Zum Beispiel sind
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7.3.11 Bemerkung: Aus dem Hauptsatz folgt, dass fiir jedes von Null verschiedene Polynom ¢ €

R[Uy,...,U,] auch das Polynom ¢(S,...,S,) ungleich Null ist. ( C o Lk g J
e L5
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7.3.12 Variante: Sei K ein Korper. Eine rationale Funktion f € K(X1, ..., X,,) heisst symmetrisch, wenn
gilt
Vo €Sy f(Xoty s Xon) = f(Xq,..., X0).

7.3.13 Satz: Fiir jede symmetrische rationale Funktion f € K(Xj,...,X,) existiert eine eindeutige

rationale Funktion g € K(Uy,...,U,) mit f = g(S1,...,S,). L
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7.3.14 Folge: Die Korpererweiterung K (Xi,...,X,)/K(S1,...,5,) ist endlich galoissch mit Galois-
gruppe S,,. Die Erweiterung K (51, ...,S5,)/K ist rein transzendent mit der Transzendenzbasis S, ..., S,.
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