6 Struktur von Korpererweiterungen

Korpertheorie ist das Studium von Korpererweiterungen, insbesondere ihre Konstruktion, Klassifikation,

und das Lésen von Gleichungen darin.
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Erinnerung: l
Betrachte eine Korpererweiterung L/K und ein Element a € L. K

3.2.1 Definition: Der Grad von L/K ist [L/K] := dimg(L). Ist dieser endlich, so heisst L/K endlich. |

\
3.3.1 Definition: Existiert ein Polynom f € K[X] ~\ {0} mit f(a) = 0, so heisst a algebraisch iber K,
andernfalls transzendent tiber K.

3.3.8 Proposition: Fiir a algebraisch iiber K existiert genau ein normiertes Polynom m, = m, x € K[X]

mit den dquivalenten Eigenschaften:

e m, ist das eindeutige normierte Polynom f € K[X] von minimalem Grad mit f(a) = 0.

e m, ist das eindeutige normierte irreduzible Polynom f € K[X]| mit f(a) = 0.

e Wir haben einen Isomorphismus der Form K[X]/(m,) = K(a), f+ (m4) — f(a).

Fiir dieses gilt weiter deg(m,) = [K(a)/K].

3.3.9 Definition: Das Polynom m, = m, x heisst das Minimalpolynom von a iber K.

Sein Grad heisst auch der Grad von a tber K.




3.4.1 Definition: L/K heisst algebraisch, wenn jedes a € L algebraisch iiber K ist; sonst transzendent.

3.4.3-5 Proposition: Es sind dquivalent:

e L/K ist endlich. 1/-p “h
e L/K ist endlich erzeugt und algebraisch. %@\ Lzﬁ&
m;) “e L/K ist von endlich vielen iiber K algebraischen Elementen erzeugt. -q f/(

|
L
|
<

Nun betrachte einen Kérperturm M/L/K.

3.2.4 Proposition: Es gilt [M/K] = [M/L]-[L/K].
Insbesondere ist M /K endlich genau dann, wenn M /L und L/K endlich sind.

3.4.10 Proposition: Es ist M/K algebraisch genau dann, wenn M /L und L/K algebraisch sind.

3.1.5 Proposition: Jeder Kérperhomomorphismus K — L ist injektiv.

3.1.6 Bemerkung: Durch einen Korperhomomorphismus K < L kann man K mit einem Unterkorper
von L identifizieren. Dies sollte man aber nur dann tun, wenn man nur einen einzigen Homomorphismus

betrachtet und ihn spéter nicht mehr abandert.



6.1 Transzendente Korpererweiterungen
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6.2 Homomorphismen zwischen Korpererweiterungen (‘\ /// //t
<

(

Betrachte zwei Korpererweiterungen L/K und L'/K.

6.2.1 Definition: Ein Korperhomomorphismus L — L', der auf K die Identitét ist, heisst ein Homomor-

phismus tiber K. Die Menge aller Homomorphismen L — L’ iiber K bezeichnen wir mit Homg (L, L"). Ein

Homomorphismus iiber K, der ein Isomorphismus ist, heisst ein Isomorphismus tiber K.

6.2.2 Beispiel: Die komplexe Konjugation C — C ist ein Isomorphismus iiber R.
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6.2.3 Beispiel: Die Abbildung Q(v/2) — Q(v/2) mit a + bv/2 + a — by/2 fiir alle a,b € Q ist ein
Isomorphismus tiber Q.

6.2.4 Proposition: Ist [L/K] = [L'/K] < oo, so ist jeder Homomorphismus L — L’ iber K ein Isomor-

phismus.
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6.2.5 Proposition: Fiir jedes ¢ € Homg (L, L) gilt: Ein Element a € L ist algebraisch tiber K genau
dann, wenn ¢(a) algebraisch tiber K ist. In diesem Fall haben a und ¢(a) dasselbe Minimalpolynom und
denselben Grad iiber K.
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6.2.7 Proposition: Ist L/K endlich, so gilt | Homg (L, L")| < @ "
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6.2.8 Satz: Ist L/K algebraisch und L’ algebraisch abgeschlossen, so ist Homg (L, L) # @. AT o

6.2.9 Definition: FEin Korperautomorphismus von L, der auf K die Identitat ist, heisst ein Automorphis-
mus tber K. Die Menge aller Automorphismen von L tiber K bezeichnen wir mit Autx(L).
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6.2.10 Proposition: Ist L/K algebraisch, so ist Homg (L, L) = Autg(L).
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6.2.11 Beispiel: Die Abbildung K(X) — K(X), f(X) + f(X?) ist ein Homomorphismus iiber K, aber
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kein Automorphismus. I




6.3 Konstruktion von Korpererweiterungen

T

6.3.1 Definition: Sei f € K[X] irreduzibel. Ein Oberkérper von K der Form K (a) mit f(a) = 0 heisst

ein Stammbkorper von [ iber K.

6.3.2 Beispiel: Fiir jede Korpererweiterung L /K und jedes iiber K algebraische Element a € L ist K(a)

ein Stammkorper des Minimalpolynoms m, x tiber K.

6.3.3 Proposition: Jedes irreduzible Polynom f € K[X] besitzt einen Stammkérper L iiber K. Dabei
ist das Paar (L, a) bis auf eindeutige Isomorphie iiber K bestimmt.
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6.3.4 Definition: Sei f € K[X]~\ {0}. Ein Oberkorper von K der Form L = K(ay,...,a,) mit

Lf(X) = ao][(X—a)| i L[X]

i=1

fiir ein a € L™ heisst ein Zerfdllungskorper von f tiber K.

6.3.5 Proposition: Jedes Polynom f € K[X] \ {0} besitzt einen Zerfallungskorper iiber K. Dieser ist
bis auf Isomorphie iiber K bestimmt; der Isomorphismus ist aber im allgemeinen nicht eindeutig.
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