Erinnerung:

6.3.1 Definition: Sei f € K[X] irreduzibel. Ein Oberkérper von K der Form K(a) mit f(a) = 0 heisst
ein Stammkorper von f iiber K.

6.3.3 Proposition: Jedes irreduzible Polynom f € K[X] besitzt einen Stammkérper L iiber K. Dabei
ist das Paar (L@ bis auf eindeutige Isomorphie iiber K bestimmt.
T

6.3.4 Definition: Sei f € K[X]~\ {0}. Ein Oberkorper von K der Form L = K(ay,...,a,) mit

n

fX) = a][(X—a) in  L[X]

i=1

fiir ein a € L™ heisst ein Zerfdillungskorper von f diber K.

6.3.5 Proposition: Jedes Polynom f € K[X] \ {0} besitzt einen Zerfallungskorper iiber K. Dieser ist
bis auf Isomorphie iiber K bestimmt; der Isomorphismus ist aber im allgemeinen nicht eindeutig.




6.3.6 Beispiel: Der Korper C ist gleichzeitig Stamm- und Zerfallungskorper des Polynoms X2 +1 iiber R.

Verschiedene konkrete Realisierungen unterscheiden sich um einen Isomorphismus; zu jedem Isomorphis-
mus gibt es aber auch den dazu komplex konjugierten Isomorphismus. Ich empfehle C zu betrachten als

eine quadratische Erweiterung von R zusammen mit einem ausgewéhlten Element ¢ mit 72 4+ 1 = 0.

6.3.7 Beispiel: Betrachte die reellen Zahlen a; := V5 und ay := —ay sowie die komplexen Zahlen a3 := 1a;
und a4 := —ag. Dann besitzt f(X) := X*—5 die Faktorisierung (X —a;)(X —az)(X —a3)(X —ay) iiber C.
Nach dem Eisensteinkriterium fir p = 5 ist f(X) irreduzibel tiber Q. Fiir jedes j ist somit Q(a;) ein
Stammkorper von f iiber Q, und es gilt [Q(a;)/Q] = 4. Dabei sind Q(a1) = Q(az) und Q(as) = ngr
mit jeweils verschiedenen Erzeugenden. Weiter ist L := Q(ay, as, as, as) = Q(v/5,1) ein Zerfillungskorper

—_—

von f iiber Q. Wegen i + 1 =0 und i € Q(ay) gilt [Q(+v/5,7)/Q(v/5)] = 2 und folglich [L/Q] = 8.

6.3.8 Proposition: Fiir jeden Zerfallungskorper L eines Polynoms vom Grad n iiber K ist der Korpergrad
[L/K] ein Teiler von n!.




6.4 Algebraischer Abschluss

6.4.1 Proposition: Ll;iir jeden Korper K sind die folgenden Bedingungen dquivalent:
(a) Jedes m Polynom in K[X] besitzt eine Nullstelle in K.
(b) Jedes von Null verschiedene Polynom in K[X] zerfillt in Linearfaktoren tiber K.

(c) Jedes Polynom vom Grad n > 0 in K[X] besitzt, mit Vielfachheiten gezéhlt, genau n Nullstellen
in K.

—_—

(d) Jede endliche Erweiterung von K ist gleich K.

(e) Jede algebraische Erweiterung von K ist gleich K.

6.4.2 Definition: Ein Korper mit diesen Eigenschaften heisst algebraisch abgeschlossen.
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6.4.3 Definition: Ein Oberkorper von K, welcher algebraisch iiber K und selbst algebraisch abgeschlossen

ist, heisst ein algebraischer Abschluss von K. Ein solcher wird oft bezeichnet mit K. I ,,.,%,

6.4.4 Beispiel: Der Korper C ist ein algebraischer Abschluss von R. (Fundamentalsatz fir die Algebra)

6.4.5 Beispiel: Der Unterkorper aller algebraischer Zahlen in C ist (ﬂi@@@ww
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6.4.6 Satz: Je zwei algebraische Abschliisse von K sind isomorph tber K.
R S LU ally Abaion e
TL22 U Qs U g, Brad, w L @
\/\:é/ L' lle a2y — L'/C Wﬂc% U= @ Lo
| L Gplt alipe £ollosun S 74

6.4.7 Vorsicht: Der Isomorphismus ist im allgemeinen nicht eindeutig. Deshalb sollte man stets nur von

einem algebraischen Abschluss sprechen, und den bestimmten Artikel erst verwenden, nachdem man einen
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algebraischen Abschluss gewéhlt hat.



