
Erinnerung:

6.4.3 Definition: Ein Oberkörper von K, welcher algebraisch über K und selbst algebraisch abgeschlossen

ist, heisst ein algebraischer Abschluss von K. Ein solcher wird oft bezeichnet mit K.

6.4.6 Satz: Je zwei algebraische Abschlüsse von K sind isomorph über K.

6.4.8 Satz: Jeder Körper besitzt einen algebraischen Abschluss.





6.5 Separable und irreduzible Polynome

Betrachte einen algebraischen Abschluss K von K. Aufgrund der Eindeutigkeit von K bis auf Isomorphie

ist der folgende Begri� unabhängig von der Wahl von K.

6.5.1 Definition: Ein Polynom in K[X] r {0}, das keine mehrfachen Nullstellen in K besitzt, heisst

separabel.

6.5.2 Vorsicht: Manche Autoren verwenden diese Definition nur für irreduzible Polynome und eine dazu
nicht äquivalente für reduzible Polynome. Die hier benutzte Definition hat den folgenden Vorteil:

6.5.3 Proposition: Für jede Körpererweiterung L/K gilt: Ein Polynom f 2 K[X]r {0} ist separabel

über K genau dann, wenn es separabel als Polynom über L ist.

6.5.4 Proposition: Für jede Körpererweiterung L/K gilt: Zwei Polynome f, g 2 K[X]r {0} sind teiler-

fremd in K[X] genau dann, wenn sie teilerfremd in L[X] sind.



6.5.5 Definition: Die formale Ableitung eines Polynoms f(X) =
P
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6.5.6 Proposition: Die formale Ableitung erfüllt die üblichen Regeln:

8f, g 2 K[X] : (f ± g)0 = f 0 ± g0

8a 2 K 8f 2 K[X] : (af)0 = af 0

8f, g 2 K[X] : (fg)0 = f 0g + fg0 (Leibniz-Regel)

6.5.7 Proposition: Ein Polynom f 2 K[X] r {0} ist separabel genau dann, wenn f und f 0
teilerfremd

in K[X] sind.



6.5.8 Proposition: Ein irreduzibles Polynom f 2 K[X] ist separabel genau dann, wenn f 0 6= 0 ist.

Erinnerung:

3.1.3 Proposition: Jeder Körper K besitzt einen eindeutigen kleinsten Unterkörper. Dieser ist entweder

isomorph zu Q oder zu Fp für eine eindeutige Primzahl p.

3.1.4 Definition: Dieser Unterkörper heisst der Primkörper von K, und die Zahl

char(K) :=

�

0 falls der Primkörper Q ist,

p falls der Primkörper Fp ist,

heisst die Charakteristik von K.



6.5.9 Satz: (a) Ist char(K) = 0, so ist jedes irreduzible Polynom über K separabel.

(b) Ist p := char(K) > 0, so hat jedes irreduzible Polynom über K die Form

f(X) = g(Xpr)

für ein eindeutiges r > 0 und ein separables irreduzibles Polynom g über K.



6.5.10 Beispiel: Betrachte den rationalen Funktionenkörper K := Fp(Y ) und das Polynom g(X) :=

X � Y 2 K[X]. Für jedes r > 1 ist dann g(Xpr) = Xpr
� Y irreduzibel über K, aber nicht separabel.



6.6 Perfekte Körper

6.6.1 Definition: Ein Körper K heisst vollkommen oder perfekt, wenn jedes irreduzible Polynom über K

separabel ist.

6.6.2 Proposition: Jeder Körper der Charakteristik 0 ist perfekt.

6.6.3 Proposition-Definition: Sei R ein Ring, und sei p eine Primzahl mit p · 1R = 0R. Dann ist für

jedes r > 1 die Abbildung

Frobpr : R ! R, x 7! xpr

ein Ringhomomorphismus, genannt der Frobenius-Endomorphismus vom Grad pr.


