6.9 Inseparable Korpererweiterungen

6.9.1 Proposition: Sei L = K(A) algebraisch iiber K mit p := char(/K) > 0, und sei K ein algebraischer
Abschluss von K. Dann sind dquivalent:

(a) Fiir jedes a € L existiert ein r > 0 mit o € K.
(b) Fiir jedes a € A existiert ein r > 0 mit " € K.
(¢) |Homg (L, K)| = 1.

6.9.2 Definition: Eine Korpererweiterung L /K mit den obigen Eigenschaften heisst rein inseparabel oder

total inseparabel oder radiziell.
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Beispiel: Betrac en ra I 1onenkorper L=1T,(Xy, = H

Fp(Xf , X¥). Fiir jedes f € L gilt d M Insbesondere ist L/ K rein insepara-
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6.9.4 Proposition: Fiir jeden algebraischen Korperturm M/L/K ist M / K rein inseparabel genau dann,

wenn M /L und L / K rein inseparabel sind.
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(Beweis Ubung)

6.9.5 Proposition: Jede algebraische Korpererweiterung L/K besitzt einen eindeutigen Zwischenkor-

per K', so dass K'/K separabel und L/K' rein inseparabel ist, ndmlich
_,_,—"/| ——————————————

K' := {a € L | a separabel iiber K}. :i: .
(Beweis Ubung) E. &P

6.9.6 Vorsicht: FEine Faktorisierung in die andere Richtung, das heisst ein Zwischenkorper K" mit L/K"

separabel und K” /K rein inseparabel, existiert im allgemeinen nicht.




6.10 Normale Korpererweiterungen

6.10.1 Proposition: Sei L = K(A) algebraisch iiber K, und sei L ein algebraischer Abschluss von L.

Dann sind dquivalent:
Vet ac

(a) Jedes irreduzible Polynom f € K|[X], das eine Nullstelle in L besitzt, zerfillt in L[X] in Linearfak-

toren.
(b) Fir jedes a € L enthélt L einen Zerfallungskérper des Minimalpolynoms m, k. / {
(c) Fiir jedes a € A enthélt L einen Zerféllungskorper des Minimalpolynoms my, k-
(d) Fiir jedes ¢ € Homg(L, L) gilt ¢(L) = L. \kk L
(e) Fiir jedes ¢ € Homg (L, L) gilt o(L) C L. \ )

AN

2 Definition: Eine Korpererweiterung L/K mit den obigen Eigenschaften heisst normal.
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6.10.3 Proposition: Eine endliche Koérpererweiterung ist normal genau dann wenn sie Zerfallungskorper

eines Polynoms ist.
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6.10.4 Beispiel: Die triviale Erweiterung K /K ist normal. gf/] @(r/\!?) W fo By,
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6.10.5 Beispiel: Jeder algebraische Abschluss K /K ist normal.
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6.10.6 Beispiel: Jede quadratische Korpererweiterung ist normal.

6.10.7 Beispiel: Die Erweiterung Q(+/2)/Q ist nicht normal. T
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6.10.8 Proposition: Sind M/L/K algebraisch und ist M/K normal so ist auch M /L normal. M g
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6.10.9 Vorsicht: Sind M/L/K algebraisch und ist M/K normal, so ist L/K nicht notwendig normal
zum Beispiel fiir K = Q und L = Q(\/_ ) und M ein Zerfiallungskorper von X3 — 2 {iber Q.
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6.10.10 Vorsicht: Sind M /L und L/K algebraisch und normal, so ist M /K nicht notwendig normal. Zum
Beispiel sind Q(v/2)/Q(v/2) und Q(v/2)/Q jeweils normal vom Grad 2, aber Q(+/2)/Q ist nicht normal.
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6.10.11 Definition: Eine normale Hiille einer algebraischen Erweiterung L/K ist eine minimale algebrai-

sche Erweiterung L/L, so dass L/K normal ist.

6.10.12 Proposition: Ist L = K(ay, ..., a,) endlich iiber K, so ist jeder Zerfallungskorper des Polynoms

May K -+ - Ma, i iber K, der L umfasst, eine normale Hiille von L/K. Z
|

6.10.13 Proposition: Jede algebraische Erweiterung L/K besitzt eine normale Hiille. Diese ist eindeutig

bis auf Isomorphie iiber L. (Der Isomorphismus ist aber im allgemeinen nicht eindeutig.)
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6.10.14 Proposition: Sei L eine normale Hiille einer algebraischen Erweiterung L /K.

(a) Ist L/K endlich, so ist auch [N/{K endlich.
(b) Ist L/K separabel, so ist auch L/K separabel.

E{:A.\Cm) 6 10 12 .
U’J Vac L = \""oh/\c scop bt
wm){:T[(%—aL-J w—t agel—: = % i

~N
L=y

4 apll ke K

=P MD‘LJC”("’ K(q”/'vq‘">/m e pnt

LN
Vawid &0 .. ﬁ



