Die Galoistheorie besteht darin, Kérpererweiterungen L/K via ihrer Symmetrien, das heisst, via der Grup-
‘ studieren.

7.1 Galoiserweiterungen

7.1.1 Definition: Eine separable normale algebraische Korpererweiterung L/ K nennt man galoissch oder
eine Galoiserweiterung. Die zugehorige Gruppe Gal(L/K) := Autx (L) nennt man dann die Galoisgruppe
von L/K.

7.1.2 Proposition: Eine endliche Erweiterung L/K ist galoissch genau dann, wenn | Auty(L)| = [L/K]

ist. Dann ist also Gal(L/ K) eine endliche Gruppe der Ordnung [L/K]. r’ Aot 20 % 0 o
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7.1.3 Beispiefm—rweiterung von endhchen Korpern ¢/k ist endlich galoissch mit zyklischer Galois-
gruppe (Froby |¢) der Ordnung [¢/k].
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7.1.4 Proposition-Definition: Sei L ein Kérper und I' eine Untergruppe von Aut(L). Dann ist

L' = {acL|VyeTl:v(a)=a}

ein Unterkorper von L, genannt der Fizkdrper von T. - Y d_ef : d-(at +%) =g ( a/ii( ¢/
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7.1.5 Satz: Fiir jede endliche Untergruppe I' < Aut(L) ist L/L" endlich galoissch mit Galoisgruppe T'.
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7.1.6 Proposition: Fiir jede Cﬁoifse_@te_ﬁrung[//[( und jeden Zwischenkorper K ist auch L/ K’ galoissch,
und Gal(L/K’) ist eine Untergruppe von Gal(L/K).
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7.2 Galoiskorrespondenz

7.2.1 Hauptsatz der Galoistheorie: Sei L/K endlich galoissch mit Galoisgruppe I'. Dann haben wir

natiirliche zueinander inverse Bijektionen

{Zwischenkérper von L/K } {Untergruppen von F}
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Weiter gilt fiir beliebige einander entsprechende K’ «~s IV und K" e~ I k( ||‘l
(a) [L/K’] = |I| und [K'/K] = [T : T"]. Cr.v7 |
(b CK' < T">T1". Xl Ay I Y ¢ (, 48

) K
(c) Fiir jedes v €I entspricht der Zwischenkdrper ~v(K') der Untergruppe T".
)

(d) Es existiert ein natiirlicher Isomorphismus
Normp(I")/T" = Autg (K'), 7T = 7|k

(e) K'/K ist galoissch genau dann, wenn I normal in T' ist, und dann ist die Abbildung in (d) ein

natiirlicher Isomorphismus

/T 5 Gal(K'/K).
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7.2.2 Satz: Jede endliche separable Erweiterung hat nur endlich viele Zwischenkorper.
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7.2.3 Bemerkung: Jedes Element von [, das in keinem von ¥ verschiedenen Zwischenkorper liegt, ist

ein primitives Element von £4X. Le //Lé
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Sei nun f € K[X] ein separables Polynom vom Grad n > 0. Seien aq,...,a, die Nullstellen von f in
einem Zerfallungskorper L = K(ay,...,a,) von f iiber K. Damn ist L/K galoissch, und wir nennen seine

Galoisgruppe Gal(L/K) auch die Galoisgruppe von f iber K.

7.2.4 Proposition: Es existiert eine eindeutig@peration von I auf {1,...,n} mit der Eigenschaft
Vy e Gal(L/K) V1 <i<n: y(a;) = ay.

Diese ist treu, entspricht also einent injektiven Homomorphismus Gal(L/K) < S,,.
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Dadurch kénnen wir Gal(L/K) mit einer Untergruppe von S, identifizieren. Die Identifikation héingt aller-

dings von der gewédhlten Reihenfolge der Nullstellen ab. Jede andere Reihenfolge hat die Form a4, ..., agy

fiir eine Permutation o € 5,, und die Umordnung dndert den Homomorphismus ab um den inneren

Automorphismus int,, von S,, und sein Bild somit um Konjugation mit o.
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7.2.5 Proposition: Die Bahnen der Operation von Gal(L/K) auf {1,...,n} entsprechen genau den
normierten irreduziblen Faktoren von f in K[X]. Insbesondere ist die Operation transitiv genau dann,

wenn f irreduzibel ist.



