Sei nun f € K[X] ein separables Polynom vom Grad n > 0. Seimie Nullstellen von f in

einem Zerfallungskorper L = K(aq,...,a,) von f iiber K. Dann ist L/K galoissch, und wir nennen seine

Galoisgruppe Gal(L/K) auch die Galoisgruppe von f tber K.

7.2.4 Proposition: Es existiert eine eindeutige Linksoperation von I" auf {1,...,n} mit der Eigenschaft

Vy e Gal(L/K) V1 <i<n:|vy(a;) = ay,.

Diese ist treu, entspricht also einem injektiven Homomorphismus Gal(L/K) < S,,.
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Dadurch kénnen wir Gal(L/K) mit einer Untergruppe von S, identifizieren. Die Identifikation hangt aller-

dings von der gewéhlten Reihenfolge der Nullstellen ab. Jede andere Reihenfolge hat die Form a,1, ..., gy
fiir eine Permutation ¢ € S,, und die Umordnung #&ndert den Homomorphismus ab um den inneren
Automorphismus int, von S, und sein Bild somit um Konjugation mit o.

e

7.2.5 Proposition: Die Bahnen der Operation von Gal(L/K) auf {1,...,n} entsprechen genau den

normierten irreduziblen Faktoren von f in K[X]. Insbesondere ist die Operation transitiv genau dann,
wenn [ irreduzibel ist. LC«]
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7.2.6 Beispiel: Das Polynom f(X) := X3 — 2 € Q[X] hat die Galoisgruppe S;. Genauer seien a :=

V2 € Rund ¢ := exp 2 27” € C. Die komplexen Nullstellen von f sind dann (aq,as,a3) := (a,a, C%LW
L:= Q(al, as, az) = Q(a () liefert die Galoiskorrespondenz die folgenden Entsprechungen, wobei normale

Untergruppen bzw. Erweiterungen unterstrichen sind:
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7.2.7 Beispiel: Das Polynom f(X) := X* — 2 € Q[X] hat)Galoisgruppe D,.)Genauer sei_g;:idel&
die komplexen Nullstellen von f sind dann (ay, as, as, as4) = (a, —a,ia, —ia). Mit L := Q(aq, az, as,ay) =

Q(i, a) liefert die Galoiskorrespondenz die folgenden Entsprechungen, wobei normale Untergruppen bzw.

Erweiterungen unterstrichen sind:
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