7.4 Resultante und Diskriminante

7.4.1 Definition: Die Sylvestermatriz zweier Polynome der Form f(X)

D i—obj X7 iiber einem Ring R ist die (m +n) x (m + n)-Matrix
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in der die ersten n Zeilen aus den Koeffizienten von f und die restlichen m Zeilen aus den Koeffizienten

von ¢ gebildet sind. Die Determinante der Sylvestermatrix heisst die Resultante von f und g und wird

bezeichnet mit Ress, € R.

Offenbar ist die Resultante ein ganzzahliges Polynom in ay,.

.., @y, und homogen vom Grad m in by, .-, 0y,.

Grad n in ag, .
——'—"_h

..,am,bo,...

,b,, und zwar homogen vom




7.4.2 Proposition: Es gilt Res, f = (—1)"" Resy,.
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7.4.3 Proposition: Seien f,g € K[X] vom Grad m bzw. n fiir einen Kérper K. Dann ist Ress, = 0

genau dann, wenn f und g einen gemeinsamen Teiler vom Grad > 0 haben.
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7.4.4 Proposition: Fiir alle Polynome der Form f(X) = a,, [[;2,(X — ;) und g(X) = b, [[}_, (X — 5;)
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7.4.5 Proposition: Fiir alle Polynome der Form f(X) = an, [[}2,(X — a;) und g(X) = 37 b; X7 gilt
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Im Spezialfall ¢ = f" ist n = m — 1 und b,,_1 = ma,,; also ist die erste Spalte der Sylvestermatrix
Sylv; ¢ durch a,, teilbar. Es existiert daher ein eindeutiges ganzzahliges Polynom P; in a, ..., a, mit
RGSfJ/ = amPf.

7.4.6 Definition: Die Diskriminante eines Polynoms f(X) = > ;" a;X"* vom Grad m iiber einem Ring
R ist

I (m D)

Discy = (—1)
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7.4.7 Proposition: Fiir jedes Polynom der Form f(X) = a,, [[/-( a;) gilt
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7.4.8 Folge: Ein Polynom f iiber einem Korper ist separabel genau dann, wenn Discy # 0 ist.




7.4.9 Anwendung: Fiir jedes normierte Polynom f € Z[X] ist Discy € Z, und fiir eine beliebige Primzahl
p ist fmod (p) separabel in F,[X] genau dann, wenn p { Discy ist.
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7.4.10 Beispiel: In kleinen Graden ist p
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7.4.11 Bemerkung: Resultante und Diskriminante kann man auch als symmetrische Funktionen der

Nullstellen konstruieren. Der obige Weg liefert aber schneller die richtigen Formeln, insbesondere fiir nicht
—_
normierte Polynome.
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7.5 Explizite Konstruktion der Zwischenkorper

Sei L/K endlich galoissch mit Galoisgruppe I', und sei IV < I' eine Untergruppe. Um den zugehorigen

Zwischenkorper L zu beschreiben, verschafft man sich zuerst geeignete Elemente by, ...,b, € L', die

man entweder. vermittels expliziter Erzeugenden von L errit oder durch eine I'-invariante Konstruktion
findet. Wenn dann [K (b, ..., b)/K] = [[': T'] ist, so folgt direkt K (by,...,b,) = L. In der Praxis geniigt
dafiir oft schon ein einzelnes Element b;.

7.5.1 Beispiel: Sei I' < S,, die Galoisgruppe eines normierten separablen Polynoms f € K[X] mit den

L Clbase 2 o
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Nullstellen aq, ..., a, € L. Betrachte die Quadratwurzel der Diskriminante

Grad 2 tiber K, welcher der Untergruppe I' N A,, < I' entspricht.
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