Erinnerung:

7.8.2 Definition: (a) Ein Korperturm K,/ ... /Ky, bei dem jedes K;/K;_; eine einfache Radikalerweite-
. . . . — e — x
rung ist, heisst ein Radikalturm.

(b) Ein Polynom f € K|[X] heisst aufldsbar durch Radikale, wenn es einen Radikalturm K,/ ... /Ky =
gibt, so dass f iiber K, in Linearfaktoren zerféllt.

7.8.3 Satz: (Abel-Ruffini) Sei L/K endlich galoissch mit char(K) = 0. Dann sind dquivalent:
—_—FR_._—,—_
(a) Es existiert ein Radikalturm K,/ ... /Ko = K mit L C K,,. ORok 1. C K
(b) Gal(L/K) ist auflosbar.
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7.8.4 Satz: Fiir n > 5 existiert keine Formel in Termen der vier Grundrechenarten und beliebigen Wurzeln,
welche fiir beliebige Wahl der Variablen by, . . ., b, in einem Koérper K der Charakteristik Null eine Nullstelle
des Polynoms Y ;X" produziert.

Lai=0 7%

Man sagt also: Die allgemeine Gleichung vom Grad n > 5 ist nicht auflésbar durch Radikale.

e+ Lo Ll bebiOfo ey Py e ik it B8 (L)) =



Gleichungen vom Grad < 4 sind aber auflosbar durch Radikale:

7.8.5 Spezialfall: Jedes quadratische Polynom aX? + bX + c iiber einem Koérper K der Charakteristik

# 2 hat die Nullstellen
—b+ Vb2 —4 —
. L
a

7.8.6 Spezialfall: Betrachte ein kubisches Polynom aX?® + bX? + ¢X + d iiber einem Kérper K der
Charakteristik # 2, 3. Division durch a und die Variablensubstitution X =Y — 3% transformieren es in
die Form Y Y7+ 3pY — 2 3pY — 2q fiir gewisse Pgek K. Dieses hat die Nullstellen

E Aa— VPP @ + g+ VPR ¢ GKE i,k &5

fire =0, 1, 2 mit ¢ := 1+F und einer geeigneten Wahl der Wurzeln in K.
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7.8.7 Spezialfall: Jedes Polynom@X4 + bX3 4+ cX? + dX + e vom Grad 4 iiber einem Korper der
Charakteristik # 2, 3 ist auflosbar durch Radikale. Explizite Losungsformeln werden in der Vorlesung und
den Ubungen entwickelt.
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7.9 Explizite Bestimmung der Galoisgruppe

Betrachte das Polynom in 2n + 1 Variablen

zn:YiXm- € ZZ Vi, Yo Xy, X,

i=1

L oESy,

Da es in den Variablen Xy,..., X, sy'mmetrisch ist, existiert ein eindeutiges Polynom in 1 + 2n Varia-
blen G € Z[Z,Yy, ..., Y, Uy, ..., U,], so dass mit den elementarsymmetrischen Polynomen Si,...,S, €

Z[X1, ..., X,] gilt

G = G(Z.Yy,....Ys,S1,...,5).

Job= &,

Betrachte nun ein separables Polynom

fX) = i(—l)ibiX”*i = X"~ X" — 4 (=1)", € K[X].

1=0 -

Seien ai,...,a, € L = K(ay,...,a,) seine Nullstellen und I' = Gal(L/K) < S,, seine Galoisgruppe.
Betrachte das Hilfspolynom

g = G(Z,Y1,...,Yo b,....by) € K[ZY1,...,Y,]

7.9.1 Satz: Fiir jeden irreduziblen Faktor h von g existiert ein o € S,, mit

{reS.|nZYn,. .,Ym)=h} = °T.




7.9.2 Folge: Sei K ein Korper, fiir den ein Algorithmus existiert, der jedes Polynom in beliebig vielen

Variablen iiber K in irreduzible Faktoren zerlegt. Dann existiert ein Algorithmus zur Bestimmung der
variablell uber A i IIreduzible Faxtoren zerlegh.
Galoisgruppe jedes separablen Polynoms iiber K.

7.9.3 Spezialfall: (Vgl. §4.7) Insbesondere existiert ein solcher Algorithmus fiir K = Q.

sl
7.9.4 Satz: Sei zusitzlich f € Z[X]. Sei p eine Primzahl, welche die Diskriminante von f nicht teilt. Sei
fmod (p) ein Produkt irreduzibler Polynome in F,[X] der Grade ny + ... 4+ n, = n. Dann enthilt T' eine

Permutation, deren zugehorige Partition von n die Form ny + ... + n, = n hat.




X4 4+3X3 — X241 iiber Q ist die S4.
X5+ 2X? 4+ 1 iiber Q ist die Ss.

7.9.5 Beispiel: Die Galoisgruppe von f(X
oz
X

(X)
Die Galoisgruppe von f(X) :
Die Galoisgruppe von f(X) :

(X)

= X7+ 3X? + 5 iiber Q ist die Sy. D-v’/c =TOW]
Die Galoisgruppe von f(X) := X® + 20X + 16 iiber Q ist die A5.L/ £ = a .
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