
Erinnerung:

7.8.2 Definition: (a) Ein Körperturm Km/ . . . /K0, bei dem jedes Ki/Ki�1 eine einfache Radikalerweite-

rung ist, heisst ein Radikalturm.

(b) Ein Polynom f 2 K[X] heisst auflösbar durch Radikale, wenn es einen Radikalturm Km/ . . . /K0 = K

gibt, so dass f über Km in Linearfaktoren zerfällt.

7.8.3 Satz: (Abel-Ru⇥ni) Sei L/K endlich galoissch mit char(K) = 0. Dann sind äquivalent:

(a) Es existiert ein Radikalturm Km/ . . . /K0 = K mit L � Km.

(b) Gal(L/K) ist auflösbar.





7.8.4 Satz: Für n > 5 existiert keine Formel in Termen der vier Grundrechenarten und beliebigen Wurzeln,

welche für beliebige Wahl der Variablen b0, . . . , bn in einem Körper K der Charakteristik Null eine Nullstelle

des Polynoms
Pn

i=0
biX i

produziert.

Man sagt also: Die allgemeine Gleichung vom Grad n > 5 ist nicht auflösbar durch Radikale.



Gleichungen vom Grad 6 4 sind aber auflösbar durch Radikale:

7.8.5 Spezialfall: Jedes quadratische Polynom aX2 + bX + c über einem Körper K der Charakteristik

6= 2 hat die Nullstellen

⇥b±
p
b2 ⇥ 4ac

2a
2 K.

7.8.6 Spezialfall: Betrachte ein kubisches Polynom aX3 + bX2 + cX + d über einem Körper K der

Charakteristik 6= 2, 3. Division durch a und die Variablensubstitution X = Y ⇥
b
3a

transformieren es in

die Form Y 3 + 3pY ⇥ 2q für gewisse p, q 2 K. Dieses hat die Nullstellen

yi := � i · 3

q

q ⇥
p

p3 + q2 + ��i · 3

q

q +
p

p3 + q2 2 K

für i = 0, 1, 2 mit � := �1+
p
�3

2
und einer geeigneten Wahl der Wurzeln in K.





7.8.7 Spezialfall: Jedes Polynom aX4 + bX3 + cX2 + dX + e vom Grad 4 über einem Körper der

Charakteristik 6= 2, 3 ist auflösbar durch Radikale. Explizite Lösungsformeln werden in der Vorlesung und

den Übungen entwickelt.



7.9 Explizite Bestimmung der Galoisgruppe

Betrachte das Polynom in 2n+ 1 Variablen

G :=
Y

�2Sn

�

Z ⇥

n
X

i=1

YiX�i

⇥

2 Z[Z, Y1, . . . , Yn, X1, . . . , Xn].

Da es in den Variablen X1, . . . , Xn symmetrisch ist, existiert ein eindeutiges Polynom in 1 + 2n Varia-

blen G 2 Z[Z, Y1, . . . , Yn, U1, . . . , Un], so dass mit den elementarsymmetrischen Polynomen S1, . . . , Sn 2
Z[X1, . . . , Xn] gilt

G = G(Z, Y1, . . . , Yn, S1, . . . , Sn).

Betrachte nun ein separables Polynom

f(X) =
n
X

i=0

(⇥1)ibiX
n�i = Xn

⇥ b1X
n�1 +⇥ . . .+ (⇥1)nbn 2 K[X].

Seien a1, . . . , an 2 L = K(a1, . . . , an) seine Nullstellen und � = Gal(L/K) < Sn seine Galoisgruppe.

Betrachte das Hilfspolynom

g := G(Z, Y1, . . . , Yn, b1, . . . , bn) 2 K[Z, Y1, . . . , Yn].

7.9.1 Satz: Für jeden irreduziblen Faktor h von g existiert ein ⇥ 2 Sn mit

⇤

⇤ 2 Sn

⌅

⌅ h(Z, Y⇥1, . . . , Y⇥n) = h
 

= �
�.



7.9.2 Folge: Sei K ein Körper, für den ein Algorithmus existiert, der jedes Polynom in beliebig vielen

Variablen über K in irreduzible Faktoren zerlegt. Dann existiert ein Algorithmus zur Bestimmung der

Galoisgruppe jedes separablen Polynoms über K.

7.9.3 Spezialfall: (Vgl. §4.7) Insbesondere existiert ein solcher Algorithmus für K = Q.

7.9.4 Satz: Sei zusätzlich f 2 Z[X]. Sei p eine Primzahl, welche die Diskriminante von f nicht teilt. Sei

f mod (p) ein Produkt irreduzibler Polynome in Fp[X] der Grade n1 + . . .+ nr = n. Dann enthält � eine

Permutation, deren zugehörige Partition von n die Form n1 + . . .+ nr = n hat.



7.9.5 Beispiel: Die Galoisgruppe von f(X) := X4 + 3X3
⇥X2 + 1 über Q ist die S4.

Die Galoisgruppe von f(X) := X5 + 2X2 + 1 über Q ist die S5.

Die Galoisgruppe von f(X) := X7 + 3X2 + 5 über Q ist die S7.

Die Galoisgruppe von f(X) := X5 + 20X + 16 über Q ist die A5.




