D-MATH Topologie FS 2023
Peter Feller ETH Ziirich

Losungen zu Serie 12

1. Sei m: Y — X eine Uberlagerung. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.
(a) Die Abbildung 7 ist ein lokaler Hom&omorphismus.

(b) Falls 7~ 1(x) fiir alle z € X einelementig ist, dann ist 7 ein Homdomorphismus.

Loésung:

Wir zeigen zunéchst (a). Zu zeigen ist, dass fiir jeden Punkt y € Y eine offene Umgebung V von
y existiert, sodass m(V) C X offen und «|y: V — 7(V) ein Homdomorphismus ist. Sei y € Y und
x = m(y).

Variante 1 (mit der Definition):

Es existiert eine gleichmaéssig iiberlagerte offene Umgebung U von x mit Bléttern U; fiir j € J und einer
Indexmenge J. Wegen y € 7~ 1(U) = U;esU; gibt es genau ein j € J mit y € U;. Nach Definition ist
ng = |y, : Uj = U ein Homéomorphismus, d.h. wir kénnen V' = U; setzen.

Variante 2 (unter benutzung der alternativen Definition als lokal triviale Faserung mit diskreter Faser):

Es existiert eine Umgebung U von x = 7(y), einen topologischen Raum F und einen Homéomorphismus
h: m=1(U) = U x F, sodass das Diagramm

U) — L UxF
U
kommutiert, wobei pri: U x F — U, (x, f) — = die Projektion auf die erste Koordinate bezeichnet. Wie
in Aufgabe 4 (a) sieht man, dass 7~ (z) = {2} x F = F gilt. Nun ist F' diskret, deswegen ist {f} C F’
offen fiir alle f € F, also U x {f} C U x F offen fiir alle f € F. Weil h ein Homdomorphismus (also
stetig) ist, ist also auch V := h=1 (U x {f}) C 7~ }(U) offen und damit auch V offen als Teilmenge von
Y. Weiter ist
(V)= (prioh) (V) =pri (U x{f})=UCX

offen und es bleibt zu zeigen, dass 7|y : V — 7(V) ein Homdomorphismus ist. Dies folgt daraus, dass
priluxgpy: U x {f} = U und hl|y: V — U x {f} Hombomorphismen sind. Also ist m ein lokaler
Homoomorphismus.

Teil (b) folgt direkt aus Teil (a), denn ein bijektiver lokaler Homdomorphismus ist auch ein (globaler)
Homoomorphismus.

2. Sei m: Y — X eine Uberlagerung, A C X eine Teilmenge mit der Unterraumtopologie und A= 7 1(A).
Zeigen Sie, dass die Einschrankung 7| ;: A — A eine Uberlagerung ist.

Lésung:

Variante 1 (unter benutzung der alternativen Definition als lokal triviale Faserung mit diskreter Faser):

Wir bemerken zuniichst, dass die Einschriinkung 7| ;: A — A stetig (vgl. Serie 2, Aufgabe 1 (b)) und
surjektiv (per Definition von A ist. Die Fasern (7T|A)_1 (x) sind fiir alle € A diskret in Y, also auch in
A; dies folgt leicht aus der Defintion der Teilraumtopologie.



Es bleibt zu zeigen, dass 7| ; eine lokal triviale Faserung ist. Sei dazu x € A. Weil 7 eine Uberlagerung
ist, gibt es eine Umgebung U von x in X, einen topologischen Raum F' und einen Hom&omorphismus
h: 7=1(U) — U x F, sodass das Diagramm

Y U) — L UxF
U

kommutiert, wobei pri: U x F — U, (z, f) — « die Projektion auf die erste Koordinate bezeichnet. Wir
definieren U4 := U N A. Dann gilt wegen U4 C A auch

r s (UA) = (rH(UY) =U™

Wir behaupten, dass h (7r_1 (U A)) = U4 x F gilt. Zusammen mit der Kommutativitit des obigen
Diagramms folgt dann, dass h|7.r—1(UA)Z T (U ) — U4 x F ein Homobomorphismus ist und dass das
Diagramm

71 (UA) e, pa g

kommutiert. Dies impliziert dann, dass 7| ; eine lokal triviale Faserung ist.

Seiv € h (7! (U4)). Dann gibt es ein z € 7~ (U4) mit h(z) = v und es gilt (wegen der Kommutativitéit
des Diagramms oben) pri(v) = pri(h(z)) = m(z) € UA. Also ist v € pr; ' (U4) = U# x F. Andersherum
seiv € UAXF C U x F. Weil h ein Homéomorphismus (also bijektiv) ist, gibt es also ein z € 7= (U) mit
h(z) = v. Es gilt also m(z) = pri(h(z)) = pri(v) € U4, also z € 7= (U4) und v = h(z) € h (7= (UH)).
Variante 2 (mit der Definition):

Sei € A. Weil 7 : Y — X eine Uberlagerung ist, es existiert eine gleichméssig iiberlagerte offene
Umgebung U von z in X. Das heisst: 7= 1(U) = Uier Vi, wobei die V; offene disjunkte Mengen sind, und
7|y, : Vi = U ein Homdomorphismus ist, fiir jede i € I.

Wir zeigen, dass U 4= U N A eine gleichmiissig iiberlagerte offene Umgebung U von z in A ist (fiir die
Abbildung 7| ; : A — A). Wir bemerken zuerst, dass

(rl3) (U ==t UM = Vi
el

?
schrankung des Homomorphismus «|y, : V; — U ist, ist 7|;;a auch ein Homdomorphismus.

wobei VA := V; N A sind offene disjunkte Mengen in A. Weil 7|4 @ VA — 7(VA) = UA die Ein-
. Sei n € N. Zeigen Sie, dass m,: C* — C*, z — 2", eine Uberlagerung ist.
Loésung:

Die n-ten Einheitswurzeln, also die Losungen von 2™ = 1, sind &, := e?™*/™ = cos(27k/n)+isin(2rk /n)
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fir K =1,...,n. Wir schreiben w € C* als w = re? fiir » > 0 und 6 € [0, 27). Dann gilt

7l (w) = {741/%1«9/71517 o 7T1/nei0/n£n} .

Die Fasern von 7, sind also endlich (mit Kardinalitit n), insbesondere diskret. Weiter ist klar, dass m,
stetig und surjektiv ist. Es bleibt zu zeigen, dass 7, eine lokal triviale Faserung ist.

Sei nun w = ree’® € C*. Dann ist die Menge U := {re’ |r >0, |0 — 6y| < w/2} C C* eine offene
Umgebung von w. Gemif obiger Uberlegung erhalten wir 7, ' (U) = Ur—; Vi, wobei

Vi = {rl/"eie/”fk 116 — 60| < 77/2} .

Wir bemerken zunichst, dass Vi, NV}, = 0 fiir alle k # h gilt: Angenommen, r'/me?/n¢;, = rl/"ew//”fh
fiir 0,0" € (0 — 7/2,0¢ + 7/2) und k # h, dann gilt

2 / 2
e—i—ik—e— ﬂ-h (mod 27)
n n n n

— 0—0" =2nr(h—k) (mod 2mn).

Es gilt jedoch |0 — 0| < 7 < 2mw|h — k| < 27n, was der letzten Gleichheit modulo 27n widerspricht. Also
sind {Vi}x=1,....n paarweise disjunkt. Weiterhin ist es einfach zu sehen, dass m,|v, : Vi — U eine stetige
Bijektion ist fiir alle k = 1,...,n. AuBerdem ist (m,|v;,)~': U — Vi gegeben durch

(7rn|Vk)_1 (eie) — eie/né-k
fiir alle e’ € U, also fiir |6 — 0| < 7/2. Also ist (7, |y, )~" ebenfalls stetig und m, |y, : Vi — U somit ein
Homoomorphismus fiir alle k =1,...,n.
Wir haben nun zwei Moglichkeiten zu schlieen, dass 7, eine Uberlagerung ist.

Variante 1 (unter benutzung der alternativen Definition als lokal triviale Faserung mit diskreter Faser):

Wir definieren nun f: |J;_, Vi — {1,...,n} durch f(z) = k, falls « € V},. Diese Abbildung ist stetig, weil
f~1(k) = V; offen ist fiir alle k = 1,...,n, wobei wir {1,...,n} mit der diskreten Topologie betrachten.
Also ist auch die Abbildung h: 7, ' (U) = Up_, Ve = U x {1,...,n}, h = (m,, f) stetig. Die Abbildung
h ist bijektiv, wobei die Inverse (u,k) auf den eindeutigen Punkt v € Vj schickt mit m, |y, (v) = wu.
SchlieBlich ist auch A1 stetig, denn fiir V' C x}(U) ist h(V) die disjunkte Vereinigung der offenen
Mengen m,, (VN Vi) x {k}. Es ist klar, dass pri o h = mp| -1, gilt (wobei pry wiederum die Projektion
auf die erste Koordinate bezeichnet), also erhalten wir ein kommutatives Diagramm

U)—" U x{1,.

A

und somit ist 7, eine lokal triviale Faserung wie gewiinscht.
Variante 2 (mit der Definition):

Anstatt wie in Variante 1 zu argumentieren, dass 7, eine lokal triviale Faserung ist, kann man auch die
Definition benutzen. Die Mengen Vj, sind die Blatter von m, iiber der gleichméfig tiberlagerten Menge
U.

4. Sei m: Y — X eine lokal triviale Faserung. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.
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(a) Sei F ein topologischer Raum. Dann ist die Menge {x EX|nl(z) F} offen und abgeschlossen
in X.

(b) Falls X zusammenhingend ist, dann gilt 7! (z1) & 7 1(x2) fiir alle 21,75 € X.

Loésung:

(a) Sei A := {x € X |n ! (z) = F}. Wir zeigen zunichst, dass A offen ist. Sei dazu € A. Dann
gilt 771(x) = F. Weil 7 eine lokal triviale Faserung ist, gibt es eine Umgebung U von z, einen
topologischen Raum G und einen Homsomorphismus h: 7=1(U) — U x G, sodass das Diagramm

Y (U) —L——UxG
U

kommutiert, wobei pri: U x G — U, (z,9) — « die Projektion auf die erste Koordinate be-
zeichnet. Wir behaupten, dass U C A gilt. Tatséchlich ist fiir jeden Punkt y € U die Ein-
schrinkung Al -1(,): 7 y) — U x G eine stetige, injektive Abbildung mit Bild {y} x G, also
hla=1(y): 7 (y) = {y} x G ein Hombomorphismus. Insbesondere gilt also 7 '(y) = {y} x G = G
fiir alle y € U und wegen x € A muss G = F gelten. Es folgt U C A, also ist A offen.

Analog gibt es fiir alle x € X \ A eine Umgebung U von x mit einem kommutativen Diagramm wie
oben und es ist leicht einzusehen, dass dann U C X \ A gilt. Also ist A auch abgeschlossen.

(b) Sei X nun zusammenhéngend und sei x € X. Wie im Beweis von (a) sieht man, dass es einen
topologischen Raum F gibt, sodass 77! (z) = {z} x F = F gilt. Alsoist A:= {z € X |7 !(z) 2 F}
nichtleer und nach (a) auch offen und abgeschlossen. Somit ist X = AU (X \ A) eine Zerlegung von
X in disjunkte offene Mengen. Da X nach Voraussetzung zusammenhéngend ist, muss also X\ A = ()
gelten, also gilt X = A und damit die Behauptung.

5. Seien X, Y, Z topologische Rdume und seien p: X - Y undq: ¥ — Z Uperlagerungen. Weiter sei ¢~ 1(2)
fiir alle z € Z eine endliche Menge. Zeigen Sie, dass go p: X — Z eine Uberlagerung ist.

Loésung:

Sei z € Z, sei ¢ (2) = {y1,.--,Yn}, und sei U eine gleichmissig iiberlagerte offene Umgebung von z
(fiir die Uberlagerung ¢ : Y — Z). Per Definition, gilt ¢ (U) = {J,; Os, wobei die O; disjunkte offene
Mengen von Y sind, und y; € O;. Fiir jedes ¢ = 1,...,n, sei U; eine gleichméssig tiberlagerte offene

Umgebung von y; (fiir die Uberlagerung p : X — Y'). Wir definieren V; := U; N O;.
Wir bemerken, dass fiir jedes ¢ = 1,...,n folgendes gilt:
e Vj ist eine offene Umgebung von y;;
o V;NV, =@ wenn i # j;
e qly, : Vi = q(V;) C U ist ein Homéomorphismus;
e Vj ist eine gleichmiissig iiberlagerte Umgebung von y; (fiir die Uberlagerung p : X — Y).

Jetzt konnen wir definieren

W .=

2

qV;) C Z.
1

n
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Dann ist W eine offene Umgebung von z (hier benutzen wir, dass ¢~ !(z) endlich ist). Weil W C ¢(V;),
und ¢(V;) gleichmissig {iberlagert fiir ¢ ist, ist W auch fiir ¢ gleichéissig iiberlagert. Andererseits, weil
¢ (W) c U, Vi, folgern wir, dass ¢~ (W) = U, Wi, wobei W; := ¢~ (W) NV, offene disjunkte
gleichméssig iiberlagerte Umgebungen von y; sind.

Schliesslich zeigen wir, dass W eine gleichméssig iiberlagerte offene Umgebung von z ist, fiir die Abbil-
dung g o p. Es gilt (gop) ' (W) = U, p~'(W;), und p~*(W;) sind disjunkt (weil W; sind disjunkt).
Ausserdem, weil jedes W; gleichméssig iiberlagert fiir p ist, existiert eine Indexmenge J; und disjunkte
offene Mengen TJ?, sodass p~1(W;) = UjeJi T;, und p Ti T; — W; ein Hom6omorphismus ist, fiir jedes

J € Ji. Als Ergebnis, ist (qop)|r: = qlw, o plyy : Tij — W ein Homdomorphismus. Deshalb ist W eine
J i

gleichmiissig iiberlagerte offene Umgebung von z, fiir die Abbildung ¢ o p, die somit eine Uberlagerung
ist.
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