D-MATH Topologie FS 2023
Peter Feller ETH Ziirich

Losungen zu Serie 13

Hinweis: Mit einem Stern (x) gekennzeichnete Aufgaben sind besonders schwierig.

1. Sei Z C C* offen und zusammenhéngend, zyp € Z und i: Z — C* die Inklusion. Zeigen Sie, dass sich
genau dann ein stetiger Logarithmus auf Z definieren lédsst, wenn i, (71(Z, z0)) € 71(C*, 29) die triviale
Gruppe ist. Hierbei sei ein Logarithmus auf Z eine Abbildung log: Z — C, welche €!°%(?) = 2 fiir alle
z € Z erfiillt.

Loésung:

Weil Z C C* C C =2 R? offen und zusammenhingend ist, ist es auch wegzusammenhiingend und lokal
wegzusammenhiingend. Wir betrachten die Uberlagerung m: C — C*,z + ¢?, und wihlen ein 2 € C
mit 7(2) = 2. Nach dem Hochhebbarkeitskritierum exisiert nun eine stetige Abbildung log: Z — C mit
molog =i (also €°8(2) = 2 fiir alle z € Z) und log(zp) = # genau dann, wenn

Z*(Z7 ZO) C 7. (7T1 (C7 2)) = T« ({O}) = {O}

gilt, also genau dann, wenn 4. (m1(Z, 20)) C m1(C*, zp) die triviale Gruppe ist.

2. Bestimmen Sie zwei Uberlagerungen p: X — T2 und p’: X’ — T? des Torus T2, sodass p’: X — T2 und
p': X’ — T? die gleiche (endliche) Anzahl von Bléttern haben, aber sodass es keine Homdomorphismen
¢: X - X' und v: T? — T2 gibt mit p’ o ¢ =Y o p.

Losung:

Wir identifizieren den Torus 72 mit R?/Z? und betrachten die beiden Uberlagerungen p: T2 — T2 und
p': T? — T? gegeben durch p([(t, s)]) := [(2t,2s)] und p'([(t,5)]) := [(,4s)] fiir [(t,5)] € T* = R?*/Z>.
Beachten Sie, dass p und p’ beide Uberlagerungen vom Grad 4 iiber 72 sind. AuBerdem gilt

P (m1(T?)) = (2Z) x (2Z) < Z x Z = 71(T?) und p.(m(T?)) = Z x (4Z) < Z x 7 = 7, (T?).

Nehmen wir nun an, dass es Homéomorphismen ¢: X — X’ und ¢: T? — T2 gibt, so dass p'ogp =1 op
gilt, dann ist insbesondere

(2Z) % (2Z) = PL(Z x Z) = p, © ¢ (m1(T?)) = thx 0 pu(m1(T?)) = 9s(Z x (4Z)),

d.h. es gibt einen Isomorphismus F' = v, : ZXZ — ZxZ mit F(Zx (4Z)) = (2Z) x (2Z). Dies ist aber nicht
moglich, denn die Quotienten (Z x Z)/(Z x (42)) = Z/AZ und (Z x Z)/((2Z) x (2Z)) = (Z/27Z) x (Z]2Z)
sind nicht isomorph.

3. Sei X ein wegzusammenhéngender und lokal wegzusammenhéngender topologischer Raum mit endlicher
Fundamentalgruppe. Zeigen Sie, dass jede stetige Funktion f: X — S' homotop zu einer konstanten
Abbildung ist.

Loésung:

Aus der Endlichkeit der Fundamentalgruppe von X folgt, dass jedes Element h € 71 (X) endliche Ord-
nung hat. Daher hat das Element f.(h) € m1(S*) = Z ebenfalls endliche Ordnung (weil f. ein Homo-
morphismus ist), was impliziert, dass es Null ist, da es keine nichttrivialen Elemente endlicher Ordnung
in Z gibt. Wir haben also gezeigt, dass f.(m1(X)) = {0} C m1(S1).



Betrachten wir nun die universelle Uberlagerung p: R — S* von S*. Wegen f.(71(X)) = {0} = p. (71 (R))
sind die Voraussetzungen des Hochhebbarkeitskriteriums erfiillt und somit existiert eine Hochhebung
f: X = Rvon f. Weil R zusammenziehbar (kontrahierbar) ist, ist nach Aufgabe 5 (b) von Serie 6 jede

Abbildung X — R homotop zu einer konstanten Abbildung, also ist auch f = p o f homotop zu einer
konstanten Abbildung (betrachte die Verkniipfung einer Homotopie X x [0,1] — R mit p.)

4. Sei m: Y — X eine Uberlagerung. Dann heift
Deck(m) = {¢: Y = Y | ¢ ist ein Homomorphismus, 7o ¢ = 7}
die Menge der Decktransformationen von . Bestimmen Sie Deck(r) fiir
(a) die Uberlagerung m: R — St r — 27",
(b) die Uberlagerungen 7, : S* — S*, z +— 2™, fiir n € N.
Bemerkung: Die Menge Deck(r) bildet mit der iiblichen Komposition von Abbildungen eine Gruppe.

Loésung:

(a) Fiir k¥ € Z defnieren wir ¢p: R — R,r +— r + k. Dann ist ¢, ein Homdomorphismus und es
gilt m o ¢, = w. Wir behaupten, dass Deck(m) = {¢xr | k € Z} gilt. Zu zeigen ist, dass jede
Decktransformation in Deck(w) einem ¢y, fiir k € Z entspricht. Sei also ¢ € Deck(w). Dann gilt
e2™%(0) = (10¢) (0) = n(0) = 1, also k := ¢(0) € Z. Nun sind ¢ und ¢ beides Hochhebungen
von 7 beziiglich der Uberlagerung 7, welche in 0 € R iibereinstimmen, also folgt aus Satz 1 der
Vorlesung aus Woche 13 (Hochhebbarkeitskriterium), dass ¢ = ¢y gelten muss.

Bemerkung: Es gilt also Deck(w) = Z.

(b) Ahnlich wie in Teilaufgabe (a) kann man zeigen, dass Deck(m,) = {z — e>™*/"2 | k € {0,...,n — 1}}
gilt, also Deck(m,,) & Z/nZ.

5. Beschreiben Sie bis auf Isomorphie alle Uberlagerungen 7: ¥ — X von X mit wegzusammenhingendem
Y, wobei

(a) X =S,

(b) X =8t x §2,
(c) X =StvS2
Losung:

(a) Die Uberlagerungen von S* sind bis auf Isomorphie genau die Uberlagerungen aus Aufgabe |4l Ge-
nauer: Jede der Uberlagerungen aus Aufgabe |4} also 7 aus Aufgabe (a) bzw. m, aus Aufgabe 4] (b)
fir n € N, hat eine andere der Untergruppen von 71(S',1) = Z als charakteristische Untergruppe
(bei sinnvoller Basispunktwahl) und alle Untergruppen kommen vor. Damit ist nach Korollar 3 (Ein-
deutigkeitssatz fiir Uberlagerungen) jede Uberlagerung mit wegzusammenhingendem Y isomorph
zu genau einer der in 4a) beschriebenen.

Bemerkung zur Agwendbarkeit von Korollar 3: Da S lokal wegzusammenhiingend ist, ist dies auch
fiir jedes Y einer Uberlagerung von X der Fall.

(b) Wegen my (S52) = {1} gibt es bis auf Isomorphie nur die universelle Uberlagerung id: 5% — $? von
S2. Die Uberlagerungen von S x S2 sind die Produkte R x 2 — S* x S2, (r,z) — (627TiT7.%') und
St x 82 — 81 x 82 (2,2) — (2", 2) fiir n € N.

(c) Die universelle Uberlagerung von S' Vv S2 ist der topologische Raum R Uycz S?, wobei wir an jede
ganze Zahl k € Z C R eine Kopie der Sphire S? kleben. Die weiteren Uberlagerungsriume sind
bis auf Isomorphie die Quotientenrdume X, fiir n € N, wobei wir X,, jeweils bilden, indem wir an
alle n-ten Einheitswurzeln in S eine Kopie der Sphire S? kleben. Die Uberlagerungsabbildungen
ergeben sich aus den Abbildungen in Aufgabe .
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6. Sei X der Hawaiische Ohrring (vgl. Vorlesung aus Woche 9). Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(a)
(b)

X ist nicht semilokal einfach zusammenhéngend.

Der Kegel CX iiber X ist semilokal einfach zusammenhéingend, aber nicht lokal einfach zusam-
menhéngend.

Losung:

(a)

Zur Erinnerung: Der Hawaiische Ohrring X ist definiert als |J,,. C,n € C, wobei fiir n € N die

Menge C,, = {z | |z — %’ = 11 der Kreis vom Radius = um den Punkt 1 € C ist.

n
Wir betrachten eine beliebige Umgebung U des Punkts 0, in dem sich die Kreise hdufen. Mindestens
einer der Kreise ist vollstéindig in dieser Umgebung enthalten. Eine Schleife, die einmal um diesen
Kreis herumgeht, ist ein nicht-trivialer Vertreter der Fundamentalgruppe von U und wird durch die
Inklusion auf eine nicht-triviale Schleife in X abgebildet.

Skizze: Der Kegel C X iiber einem Raum X ist immer wegzusammenhingend und kontrahierbar,
also einfach zusammenhéngend. Damit ist C X auch semilokal einfach zusammenhéngend: die von
der Inklusion induzierte Abbildung (U, ) — 71 (X, z) = {0} ist trivial fiir jede Umgebung U eines
beliebigen Punktes x € CX.

Wir betrachten nun eine Umgebung des Punkts [(0,0)] € CX = X x[0,1]/X x{1}. Von jeder kleinen
Umgebung U dieses Punkts gibt es einen Deformationsretrakt auf eine Umgebung von 0 in X, also
ist U nicht einfach zusammenhingend, und damit C'X nicht lokal einfach zusammenhéngend.

7. Finden Sie bis auf Isomorphie alle 2- und 3-bléttrigen Uberlagerungen von S* v S und finden Sie eine
Uberlagerung 7: Y — S' v S, sodass 71(Y) unendlich erzeugt ist.
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