D-MATH Topologie FS 2023
Peter Feller ETH Ziirich

Losungen zu Serie 14

Hinweise: Die Aufgaben 6 — 9 sind zur Wiederholung auch des &lteren Stoffs aus der Vorlesung gedacht.
Diese Serie konnen Sie nicht zur Korrektur einreichen.

1. Sei X ein einfach zusammenhéngender Raum. Dann ist X semilokal einfach zusammenhéngend.

Losung:

Per Definition ist X wegzusammenhingend und es gilt m (X, z9) = {1} fiir alle 2y € X. Dies bedeutet,
dass fiir alle zp € X alle Schleifen an xy homotop zur konstanten Schleife (nullhomotop) sind. Also ist
X auch semilokal einfach zusammenhéngend.

2. Sei X ein lokal wegzusammenhéngender topologischer Raum. Zeigen Sie, dass fiir alle z € X und jede
Umgebung U von z eine offene wegzusammenhingende Umgebung U von x mit U C U existiert.

Loésung:

Sei x € X und U eine Umgebung von z. Wir behaupten, dass
U= {z cU | es gibt einen Weg von z nach z in (}}

eine offene Menge ist; dies ist dann die gewunschte offene, Wegzusammenhangende Umgebung von z,
welche offensichtlich in U enthalten ist. Sei z € U, also z < U. Weil X lokal wegzusammenhéngend ist,
gibt es also eine wegzusammenhingende Umgebung W C U von z und somit eine offene Menge 1% cw
mit z € W. Nun gibt es fiir alle w € W einen Weg von w nach z in W C U , also auch von w nach z in U
und somit gilt W C U , also auch 1% C U. Damit ist W eine offene Umgebung von z in U , also U offen.

3. Bestimmen Sie die Fundamentalgruppe von X durch das explizite Angeben der Elemente der Gruppe
und die Iden:oiﬁkation mit einer Thnen bekannten Gruppe, indem Sie die Deckbewegungsgruppe der
universellen Uberlagerung von X bestimmen. Hierbei sei

(a) X =St
(b) X =S x Sh

Loésung:

(a) Die universelle Uberlagerung von S' ist die in Aufgabe 4 von Serie 13 betrachtete Abbildung
7: (R,0) = (S*,1), r — >, und dort wurde Deck(m) = {¢}, | k € Z} = Z bestimmt, wobei fiir
k € Z die Decktransformation ¢j, gegeben ist durch R — R, r — r + k. Nach dem Satz iiber die
Deckbewegungsgruppe gibt es nun einen Isomorphismus m (S*,1) = Deck(r), denn der Normali-
sator der trivialen charakteristischen Untergruppe G(w) = {1} < m (S',1) ist die ganze Gruppe
71 (S%,1). Unter diesem Isomorphismus wird [a] € m (S',1) die eindeutige Decktransformation
¥la] zugeordnet, die 0 auf a(1) abbildet, wobei & die eindeutige Hochhebung von a zu 0 € 7 1(1)
ist. Die Decktransformation y, entspricht nun der Hochhebung ay: [0,1] — R, ¢ +— kt, der Schleife
o [0,1] = St — €2k also ist m (S1,1) = {ay | k € Z} 2 Z.

(b) Die universelle Uberlagerung von S x S ist die Abbildung
T (R xR,(0,0) = (8" x S, (1,1)), (r,s) = (™", e*™")
und #hnlich wie fiir die Uberlagerung in (a) bestimmt man

Deck(m) 2 Z x Z = {(ay, ) | k, € € Z} 2 my (S' x 5, (1,1)) .



4. Sei n > 3. Bestimmen Sie die Fundamentalgruppe von RP™ \ {z} fiir x € RP™.
Bemerkung: Aufgabe 9 behandelt den Fall n = 2.

Loésung:
Sei m: 8™ — RP" := S™/ ~ die Quotientenabbildung, wobei v ~ w genau dann, wenn w = v oder
w = —v, wie in Beispiel d) aus Woche 13 der Vorlesung und Beispiel f) aus Woche 14. Dann ist 7 eine

Uberlagerung (sogar die universelle Uberlagerung).
Sei nun v € S", sodass [v] = [~v] = z und betrachte 7" = 7| gn\ fy,—p}: S™ \ {v, —v} = RP™\ {z}. Dann
ist 7/ wieder eine Uberlagerung (als Einschrinkung einer Uberlagerung). Es gilt Deck(r’) = {id, —id},

und wegen S™\ {v, —v} 2 R"™\ {p} hat S™ \ {v, —v} eine triviale Fundamentalgruppe. Nach Satz 3 aus
Woche 14 gilt also m1 (X, zg) = Deck(n’) = Z/27Z.

Explizit: Sei vg € S™ \ {v, —v} und @ ein Weg von vy nach —vg in S™ \ {v, —v}. Dann gilt 7 (X, z0) =
{1,[a]}, wobei @ = 7 o .

5. Sei 7: Y — X eine Uberlagerung mit wegzusammenhiingenden und lokal wegzusammenhingenden to-
pologischen Rdumen X und Y und sei xp € X. Zeigen Sie: Die Uberlagerung 7 ist normal genau dann,
wenn Deck(r) transitiv auf den Fasern 7~!(zg) operiert.

Loésung:

,= “: Seien yo und y; in 7 !(z0). Wir finden ¢ € Deck(r) mit p(yg) = y1 wie folgt: Sei & ein Weg
in Y von yo nach y;. Setze o := m o a. Da m normal ist, ist die charakteristische Untergruppe von
7m: (Y,y0) = (X, zo) ein Normalteiler in m (X, z¢), d.h. nach Satz 3 (Satz iiber die Deckgruppe), existiert
ein ¢ € Deck(m) mit ¢(yo) = (1) = y1.

5= Sel yo € 7 (o). Wir zeigen, dass die charakteristische Untergruppe G := G(Y,yo) C m1 (X, x0)
der Uberlagerung m: (Y, o) — (X, o) ein Normalteiler ist, d.h. dass [o] "1G(Y, yo)[a] = G(Y, o) fiir alle
[a] € m (X, x0) gilt.

Sei [a] € m1(X,x0) beliebig und sei y; := (1) fiir eine Hochhebung & von o zu yy. Es bezeichne
G(Y,y1) C m(X,z) die charakteristische Untergruppe von 7: (Y,y1) — (X, x0). Es gilt nun, vgl.
Beweis von Satz 3 in der Vorlesung in Woche 14, dass

[a] ' G(Y, yo)la] = G(Y.y). (1)

Da Deck() transitiv auf 7 ~!(z0) operiert, existiert ein ¢ € Deck(r) mit ¢(yo) = y1. Aus Korollar 3 aus
der Vorlesung folgt nun, dass G(Y,y1) = G(Y, yo). Also gilt wegen (1)) auch [a] *G(Y, yo)[a] = G(Y, yo)-

6. Seien X und Y topologische Rdume, die beide das zweite Abzédhlbarkeitsaxiom erfiillen. Zeigen Sie, dass
dann auch X x Y das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt.

Loésung:

Nach Definition gibt es eine abzéhlbare Basis B von X und eine abzéhlbare Basis C von Y. Dann ist die
Menge {U x V | U € B,V € C} eine abzihlbare Basis fiir die Produkttopologie auf X x Y.

7. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie, dass die Metrik d: X x X — R stetig ist beziiglich der
Euklidischen Topologie auf R und der von der Topologie O (d) des metrischen Raumes induzierten
Produkttopologie.

Losung:

Nach Aufgabe 1 (c) von Serie 2 geniigt es zu zeigen, dass d=*((a, b)) € X x X offen ist fiir alle a < b € R.
Seien also a < b € R und sei (x,y) € d~!((a,b)). Wiihle

. min{d(z,y) —2a7 b—d(z,y)} >0
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und betrachte U := K. (x)x K (y) € X x X. Wir behaupten, dass U C d~*((a, b)) gilt, dann ist d~*((a, b))
wie gewiinscht offen. Sei (v, w) € U. Dann gilt v € K (z),w € K (y) und damit d(x,v) < ¢,d(w,y) < €.
Wegen der Dreiecksungleichung fiir d gilt also

dv,w) < d(v,z) + d(z,w) < d(v,z) + d(z,y) + d(y,w) < 2e + d(z,y) <b—d(z,y) + d(x,y) =b.

Ahnlich kann man mit der umgekehrten Dreiecksungleichung zeigen, dass d(v,w) > a gilt, also ist
d(v,w) € (a,b) und damit (v,w) € d~*((a,b)) wie gewiinscht.

. Sei X ein beliebiger topologischer Raum und sei Y ein Hausdorffraum. Weiter seien f,g: X — Y stetige
Abbildungen. Zeigen Sie, dass

{z: f(z) = g(=)}

abgeschlossen ist.

Losung:
Wir betrachten die stetige Abbildung

e: X =Y xY, z (f(z),9(z)).
Es bezeichne A CY x Y die Diagonale, d.h. A = {(y,y) | y € Y} (vgl. Aufgabe 5 von Serie 4). Dann ist
{z: flz) = g()} = 071 (A).

Da ¢ stetig ist, geniigt es somit zu zeigen, dass A in Y x Y abgeschlossen ist. Dies folgt daraus, dass Y
ein Hausdorffraum ist, vgl. Aufgabe 5 (a) von Serie 4.

. Bestimmen Sie auf zwei verschiedene Arten (direkt mit dem Satz von Seifert und van Kampen und
alternativ mit Uberlagerungstheorie) die Fundamentalgruppe von RP? \ {z} fiir z € RP2.

Losung:
Wir behaupten, dass die Fundamentalgruppe von RP? ohne einen Punkt gleich Z ist.

Beweis mit dem Satz von Seifert und van Kampen:

Wir gehen vor wie in Aufgabe 5 von Serie 9. Dazu stellen wir den projektiven Raum RP? als Quotienten
der zweidimensionalen Einheitskreisscheibe D2 C R? dar mit der Aquivalenzrelation ~ auf D?, die die
Antipoden auf ihrem Rand identifiziert, d.h. u ~ v 1< u = v oder u = —v fiir u,v € 9D? (vgl. Aufgabe
4 von Serie 4).

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass der Punkt der Ursprung [(0,0)] in
D?/~ ist. Beachten Sie, dass es einen Deformationsretrakt von D? \ {[(0,0)]} auf dessen Rand gibt, via

die Homotopie
1
H(z,t)=xz+1 <|| - 1) x.

2

Beachten Sie auBerdem, dass OD?/~ homomorph zu S! ist. Daher erhalten wir fiir € RP2, dass
™1 (RP?\ {z}) = m1 ((D?/~) \ {(0,0)}) = 71 (9D?/~) = m(S") = Z.

Beweis mit Uberlagerungstheorie:

Wir betrachten die zweiblittrige Uberlagerung 7: S? — RP2, die man erhilt, indem man jedes Paar
von Antipodenpunkten identifiziert. AuBerdem wollen wir einen Punkt v € RP? fixieren, so dass wir
m1 (RP?\ {u}) berechnen miissen. Beachten Sie, dass {r~!(u)} aus 2 Punkten in S? besteht und

q = Tlg2\fr-1qwyy: SZ\ {7 (w)} = RP*\ {u}
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wiederum eine zweiblittrige Uberlagerung ist. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kénnen wir anneh-
men, dass 7~ 1(u) = {N, S} der Nord- und der Siidpol von 52 sind.

Da S? \ {N, S} homdomorph zu R? ohne einen Punkt ist, was wiederum homdomorph zu S* ist, gilt
m(S?\ {N,S}) = Z.

AuBerdem wissen wir, dass ¢.: 71 (5% \ {N,S}) = m (RP?\ {u}) injektiv ist (vgl. Korollar 2 aus der
Vorlesung in Woche 13) und dass der Index von g, (m1(5? \ {N, S})) in w1 (RP?\ {u}) gleich der Anzahl
der Blétter der Uberlagerung ist, also 2. Sei 7 : [0,1] — S? eine Kurve, die die Hilfte des horizontalen
Aquatorialkreises parametrisiert, und sei s : [0,1] — S? die Kurve, die die andere Hilfte des horizontalen
Aquatorialkreises parametrisiert, so dass [y172] ein Erzeuger von m;(S? \ {N,S}) ist. Beachten Sie,
dass v := qoy; = qo~2: [0,1] — RP?\ {u} eine geschlossene Kurve in RP? \ {u} ist und es gilt
[ € m(RP2\ {u}) \ g (m1(S? \ {NV, S})).

Weil q.(m1(5? \ {p7*(u)})) < m1(RP?) den Index 2 hat, erzeugen also g.(m1(S?\ {p~1(u)})) und [v]
die Gruppe m; (RP?\ {u}). Allerdings erzeugt auch [y]*> = [g o 1][g o v2] = [g o (1172)] die Gruppe
¢.(m1(S?\ {p~1(u)})) = Z. Folglich erzeugt [y] die Gruppe 71 (RP? \ {u}), welche also ebenfalls Z sein

muss.

Ubrigens: Es gilt RP?\ {z} = M \ OM, wobei M das Mobiusband ist. Also gilt
T (RP?\ {z}) 2 7 (M \ OM) = (S*)

wegen M \ OM =~ S (z.B. weil die Kernlinie des Mobiusbandes ein Deformationsretrakt von M \ M
ist).
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