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Peter Feller ETH Ziirich

Losungen zu Serie 4

1. Seien X ein topologischer Raum, ~ eine Aquivalenzrelation auf X und 7: X — X/ ~, x ~ [z]. Zeigen
Sie:

(a) Die Quotiententopologie
Ox/n ={U C X/ ~| 77 *(U) ist offen in X}

ist eine Topologie auf X/ ~.

(b) Die Abbildung 7 ist stetig.

(c) Ox/~ ist die groBte (auch feinste genannt) Topologie auf X/ ~, sodass 7 stetig ist, d.h. falls O eine
Topologie auf X/ ~ ist, sodass 7 stetig ist, dann gilt O C Ox/..

Loésung:

(a) Es gilt 771(0) =0 und 7! (X/ ~) = X, also 0, X/ ~ € Ox,~. Seien {U;};c; € Ox/~. Dann sind
71 (U;) C X offen fiir alle i € I und

7'('_1 (U Uz) = Uﬂ'_l (Ul)
i€l icl

ist offen als Vereinigung in X offener Mengen, also (J,;

Ui € Ox/~. Fiir U,V € Ox ist
o UNV)=rU)nr (V) C X
offen als Durchschnitt in X offener Mengen, also UNV € Ox ..
(b) Fiir alle U € Ox/., ist per Definition der Quotiententopologie 77 1(U) offen in X, also 7 stetig.
(c) Sei O eine Topologie auf X/ ~, sodass 7 stetig ist, und sei U € 0. Dann ist 7 1(U) C X offen
wegen der Stetigkeit, also U € Oy .

2. Firn € Nsei D" = {v € R" | |v| < 1} mit der Euklidischen Topologie ausgestattet. Wir betrachten die
Aquivalenzrelation ~ gegeben durch

v~ wiS v =woder |v] =|w| =1.
Finden Sie einen zu D™/ ~ homdomorphen Teilraum eines R™.

Losung:
Es gilt D"/ ~ = 5" = {v € R""! | || =1} C R""!. Der Fall n = 2 wurde in der Vorlesung betrachtet.

Fiir beliebiges n € N kann man einen analogen Homéomorphismus definieren, sodass der Beweis genauso
funktioniert fiir alle n € N.

3. (Der Torus) Zeigen Sie, dass der topologische Produktraum X; = S! x S! homomorph zum Quoti-
entenraum X, = @/~ ist, den man erhilt, wenn man auf Q = [0,1] x [0,1] die Aquivalenzrelation
(s,0) ~ (s,1) fiir alle s € [0,1] und (0,t) ~ (1,¢t) fiir alle t € [0,1] betrachtet. Dies sind zwei mogliche
(dquivalente) Definitionen des Torus T2.



Losung:
Wir betrachten die Abbildung

f:10,1] x [0,1] — S* x ST C R?,
(s,t) = (cos(2ms), sin(27s), cos(27t), sin(27t)).

Es ist leicht zu sehen, dass f eine stetige Abbildung ist. Auflerdem gilt
f(s,0) = (cos(2ms), sin(27s), 1,0) = f(s,1)

fiir alle s € [0,1] und analog f(0,¢) = f(1,¢) fiir alle ¢ € [0,1]. Die Abbildung f induziert also eine stetige
Abbildung f : Xy — St x S auf dem Quotientenraum X, = @/~ (hier haben wir die universelle Eigen-
schaft der Quotiententopologie verwendet). Wir wollen zeigen, dass f ein Homoomorphismus ist. Es ist
einfach zu iiberpriifen, dass f bijektiv ist, daher folgt die Aussage aus dem Homdomorphismuskriterium
(Satz aus der Vorlesung in Woche 3), da X5 kompakt ist (als Quotient eines kompakten Raums, also als
Bild eines kompakten Raums unter der Quotientenabbildung) und S! x S! ein Hausdorffraum ist (als
Unterraum von R*, was ein Hausdorffraum ist).

. (Der reelle projektive Raum) Zeigen Sie, dass die unten definierten topologischen Riume X, X und

X3 homéomorph sind. Dies sind drei mégliche (iquivalente) Definitionen des projektiven Raums RP2.

(a) Sei S? C R? die zweidimensionale Einheitssphire. Wir betrachten auf S? die Aquivalenzrelation ~,
die die Antipoden auf S? identifiziert, d.h. u ~ v :<= u = v oder u = —v. Dann ist der topologische
Raum X definiert als der Quotientenraum X; := S2 /.

(b) Wir betrachten die zweidimensionale Einheitskreisscheibe D? C R? und die Aquivalenzrelation ~
auf D?, die die Antipoden auf ihrem Rand identifiziert, d.h. v ~ v & u = v oder u = —v fiir
u,v € OD2. Der topologische Raum X5 ist dann der Quotientenraum Xy := D?/~.

(c) Sei £ die Menge der Geraden in R3, die durch den Ursprung gehen. Fiir L1, Ly € L sei 0 < a <
/2 der Winkel zwischen L; und Ls und wir definieren d(Lq, Lo) := «. Dann definieren wir den
topologischen Raum X3 als £ mit der durch d induzierten Topologie.

Loésung:

Wir zeigen zunéchst, dass X; homoéomorph zu X5 ist. Wir betrachten die Abbildung
f:D?*CR?— S? CR?,
(Z‘,y) — (J?,y, V 1- (12 + y2)) .

Die Abbildung f bildet D? homdomorph auf die nérdliche Halbkugel {(z,y,2) € S? | z > 0} von S? ab.
Wir bezeichnen mit p: S? — $?/~ = X; und ¢q: D? — D?/~ = X, die entsprechenden Quotientenab-
bildungen. Beachten Sie, dass po f(u) = po f(v) fiir alle u ~ v in D? gilt. Die Abbildung po f induziert
daher eine stetige Abbildung ¢g: X5 — X; auf dem Quotientenraum Xs, d.h. das folgende Diagramm
kommutiert.

PR
q lp
X, —7 . x,.

Es ist einfach zu iiberpriifen, dass die Abbildung g bijektiv ist, also impliziert wie in Aufgabe 3 das
Homdéomorphismuskriterium (Satz aus der Vorlesung in Woche 3), dass g ein Homéomorphismus ist,
wie wir es wollten. In der Tat ist Xo kompakt (als Quotient des kompakten Raums D?) und X ist ein
Hausdorffraum. Um zu sehen, dass X; ein Hausdorffraum ist, kénnen wir fiir beliebige u,v € S? mit



p(u) # p(v) offene Umgebungen U,V C S? von u,v finden, die symmetrisch beziiglich des Ursprungs
sind (d.h. U = —U und V = —V) und so, dass U NV = . Dann sind p(U), p(V) disjunkte offene
Umgebungen von p(u) und p(v).

Wir zeigen nun, dass X; homomorph zu X3 ist. Wir betrachten dazu die Abbildung h: S? C R? — X3,
wobei h(u) fiir alle u € S? definiert ist als die Gerade, die durch v und den Ursprung in R3 verlduft. Dann
ist h stetig und surjektiv. AuBlerdem gilt h(u) = h(v) genau dann, wenn u = v oder u = —v ist. Daher
induziert h eine bijektive, stetige Abbildung h: X1 — X3 auf dem Quotientenraum X; = S?/ ~. Daraus
folgt wiederum durch das Homdomorphismuskriterium (X ist kompakt, da Quotient von S?, und X3
ist Hausdorff, da metrischer Raum), dass h ein Homo6omorphismus ist, womit der Beweis abgeschlossen

ist.

5. Sei X ein topologischer Raum und sei A := {(z,y) € X x X | x = y} die Diagonale von X x X.

()
(b)

()

Zeigen Sie, dass X genau dann ein Hausdorffraum ist, wenn A in X x X abgeschlossen ist.

Sei ~ eine beliebige Aquivalenzrelation auf X und definiere R := {(z,y) € X x X | 2 ~ y}.
Angenommen, w: X — X/~ ist offen, d.h. das Bild ¢(U) einer jeden offenen Menge U C X ist offen
in X/~. Zeigen Sie, dass X/~ genau dann ein Hausdorfiraum ist, wenn R in X x X abgeschlossen
ist.

Sei G eine topologische Gruppe und H eine Untergruppe. Zeigen Sie, dass 7: G — G/H,g — gH
offen ist.

Loésung:

(a)

Angenommen X ist Hausdorff. Wir zeigen, dass ¥ := (X x X) \ A offen ist. Sei (z,y) € Y, dann
sind x,y € X verschiedene Elemente. Weil X Hausdorff ist, gibt es offene Mengen U,, U, sodass
rzeUyyeUyund U, NU, =@. Dann (z,y) € U, x U, CY. Also ist Y offen.

Angenommen Y ist offen. Dann ist fiir jede  # y € X das Paar (z,y) € Y. Da Y offen ist, gibt es
offene Mengen U,,U, C X sodass (z,y) € U, x U, C Y. Es folgt: « € U,y € Uy und U, NU, = @.
Also ist X Hausdorff.

Wir miissen zeigen, dass R abgeschlossen ist gdw. (7 x m)(R) = A C (X/~ x X/~) abgeschlossen
ist. Dann koénnen wir Teil (a) benutzen.

Angenommen R ist abgeschlossen. Weil 7 offen ist, ist auch m x 7 offen: wenn O C X x X offen ist,

schreiben wir O = |J U; x V; und
i€l

(m x m)(0) = (7 x ) (U U; x Vi> = Uﬂ'(Ui) x (Vi)

el icl

ist auch offen. Insbesondere ist (7 x 7)((X x X)\ R) = (X/~ x X/~)\ (7 x 7)(R) offen, und so ist
(m x m)(R) abgeschlossen.

Angenommen (7 x 7)(R) ist abgeschlossen, so ist (X/~ x X/~)\ (7 x 7)(R) offen. Weil 7 stetig
ist, ist auch 7 x 7 stetig. Insbesondere ist (7 x m)"}((X/~ x X/~)\ (7 x 7)(R)) = (X x X)\ R
offen, und so ist R abgeschlossen.

Sei U in G offen. Wir miissen zeigen, dass m(U) C G/H offen ist. 7(U) ist offen in G/H genau
dann, wenn 7~ *(w(U)) offen ist in G. Wir bemerken, dass 71 (7(U)) = U,ep vH = Upey Uh,
wobei Uh = {uh | u € U}. Wir zeigen, dass Ub offen ist fiir alle b € G, denn dann ist 7=1(7(U)) als
Vereinigung offener Mengen offen. Es ist Ue = U offen. Da G eine topologische Gruppe ist, ist die
Rechtsmultiplikationsabbildung r,: G — G, a +— ab ein Homdomorphismus (vgl. Vorlesung Woche
5). Damit ist auch Ub = r,(U) offen.



6. Sei (X,Ox) ein topologischer Raum und sei oo ein abstraktes Symbol ist, welches nicht in X enthalten

ist. Wir definieren die Finpunktkompaktifizierung (auch Alexandroff-Kompaktifizierung genannt) X von
X als die Menge X U {oo} mit der Topologie

Og = O0x U{{oo} U(X\ K) | K C X kompakt und abgeschlossen} .

(a) Zeigen Sie, dass X ein kompakter topologischer Raum ist.

(b) Finden Sie fiir die Einpunktkompaktifizierung X folgender topologischer Réume einen Teilraum
eines R zu dem sie hombomorph sind:

Losung:

(a) Es ist relativ einfach zu sehen, dass ()? , (’)g) ein topologischer Raum ist. Fiir die Kompaktheit
sei {U;},c; eine offene Uberdeckung von X. Dann gibt es ein k € I mit co € Uy und somit ist
U = {00} U (X \ K) fiir ein kompaktes und abgeschlossenes K C X. Dann ist
U vi=X\tUi=kK
ieI\{k}

eine offene Uberdeckung der kompakten Teilmenge K von X. Es gibt also eine endliche Teiliiberdeckung
dieser Menge und somit auch von X.

(b) Fiir (iii), es ist einfach zu sehen, dass XX+ {00} fiir kompakte topologische Réume.

Fiir die andere Punkte, wir werden das folgendes benutzen:

Lemma. SeiY ein topologischer Raum, der Hausdorff und kompakt ist. Seiy € Y und X := Y\{y}.
Dann X 2Y.

Wir leiten daraus ab:

(i) X =[0,1]

(i) X = St
(i) X 2 [0,1] U {oc}
(iv) X = 5m

In (iv) benutzen wir auch, dass S™ \ {e,} = R™: dies ergibt sich aus der gleichen Konstruktion wie
das Homoéomorphismus D"/~ 2 S™.

Beweis des Lemmas. Wir betrachten die folgende Abbildung;:

f')A(—>Y'pl—>{p wenn p € X

Yy wenn p = oo.

Wir zeigen zuerst, dass f stetig ist. Sei U C Y eine offene Menge. Wenn y ¢ U, ist U C X C YV
eine offene Menge von X, darum ist f~}(U) = U € X C X auch offen. Wenn y € U, ist Y \ U
eine abgeschlossene Menge von X C Y, die auch kompakt ist (weil eine abgeschlossene Menge in



einem kompakten Raum auch kompakt ist). Darum ist f~1(Y\U) = Y \U C X C X kompakt und
abgeschlossen. Nach der Definition der Topologie von X, ist

U =X\ fHy\v)c X

offen.

Dann ist f eine stetige bijektive Abbildung vom kompakten Raum X auf den Hausdorffraum Y.
Daraus folgt durch das Hom6omorphismuskriterium, dass f ein Hom6omorphismus ist. O



