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1.

3.

Losungen zu Serie 5

Hinweis: Mit einem Stern (x) gekennzeichnete Aufgaben sind besonders schwierig.

Sei X ein topologischer Raum und C'X der Kegel iiber X. Zeigen Sie, dass C'X wegzusammenhéngend
ist.

Loésung:

Sei p = [(z, 1)] fiir beliebiges x € X die ,,Spitze* des Kegels CX = X x[0,1]/X x {1}. Wir zeigen, dass es
von jedem beliebigen Punkt in C'X einen Weg nach p gibt. Daraus folgt die Behauptung. Sei also [(x, )]
ein beliebiger Punkt in CX und sei a: [0,1] — X x [0,1] definiert durch s — (z,1 + s(t — 1)). Dann ist
« offenbar stetig und somit ein Weg von (z, 1) nach (x,t) in X x [0, 1]. Verkniipft mit der Projektion
m: X x [0,1] = CX erhalten wir einen Weg 7o v in CX von p nach [(x,t)] wie gewiinscht.

. Bestimmen Sie fiir n € NU {0} den Kegel C'S™ und die Suspension 5™ bis auf Homdomorphie.

Loésung:
Es gilt CS™ =2 D" und $S™ = S+ fiir alle n € NU {0}.
Fiir C'S™, sehen wir S™ als Untermenge von D"*!, und betrachten wir die Abbildung

f:8"x[0,1] = D" (z,8) = (1 — t)x.

Die auf C'S™ induzierte Abbildung ist ein HomGomorphismus: f ist stetig, die induzierte Abbildung ist
bijektiv, C'S™ ist kompakt, und D" +! ist Hausdorff.

Fiir ¥.5™, benutzen wir 3(a) und (b).

(a) Sein € Nund ¢: S"~! C D" — D", z — z. Zeigen Sie, dass D" U, D" homdomorph zu S™ ist.
Losung:
Wie betrachten die Abbildung
g: D"+ D" — S™,
v,\/l—\v|2) veD”"+0
v, —y/1 — |v|2) veld+D"

Die auf D" U, D" induzierte Abbildung ist ein Hom6omorphismus: g ist stetig, die induzierte Ab-
bildung ist bijektiv, D™ U, D" ist kompakt, und S™ ist Hausdorff.

g(v) =

(b) Sei X ein topologischer Raum und C'X der Kegel iiber X. In welchem Sinne kann man C'X mit
CX verkleben, sodass man XX bekommt?
Loésung:
Sei p: X x {0} € CX = X x [0,1]/X x {1} — CX die Abbildung (z,0) +— (z,0). Dann ist
CX U, CX 23X,

(a) Sei G eine topologische Gruppe und H eine Untergruppe. Zeigen Sie: Wenn G/ H zusammenhéingend
ist und H (mit der Unterraumtopologie) zusammenhéngend ist, dann ist G zusammenhéngend.



()

Losung:

Wir zeigen die folgende allgemeinere Aussage. Sei X ein topologischer Raum, ~ eine Aquivalenzrelation,

sodass X/~ zusammenhingend ist (als Quotientenraum), und jede Aquivalenzklasse [r] C X zu-
sammenhéingend ist (als Unterraum). Dann ist X zusammenhéngend.

Angenommen U,V C X sind disjunkte offene Mengen, und U UV = X. Fiir jedes z € X, weil
[z] zusammenhingend ist, gilt [z] C U oder [z] C V. Deshalb ist 7~ 1x(U) = U7 1n(V) = V,
insbesondere sind 7(U) und 7(V) offen, und disjunkt. Weil X/~ zusammenhéngend ist, gilt 7(U) =
F(=U=g)oder n(V) =0 (=V =0).

Zur Erinnerung: O, (R) ist fiir n € N nicht zusammenhéngend (warum?). Zeigen Sie, dass SO, (R)
fiir alle n € N zusammenhiingend ist. Hinweis: Betrachten Sie eine Operation von SO, (R) auf S"~1.
Losung:

Wir zeigen die Aussage durch Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist SO1(R) = {(1)} offensichtlich zusam-
menhéngend. Angenommen, die Aussage gelte fiir ein n € N, sei also SO,,(R) zusammenhéngend.
Die Gruppe SOy+1(R) wirkt via (A4,v) = Av auf S™ mit Stabilisator (SO,+1(R)),, = SO, (R) fiir
er = (1,0,...,0)T. Es gilt (SO,11(R))e; = S™ und somit SO, 11(R)/SO,(R) = S™ (vgl. Beispiel
a) aus der Vorlesung in Woche 5). Da S™ zusammenhéngend ist und nach Induktionsannahme auch
SO, (R), folgt aus Teilaufgabe (a), dass auch SO, 11(R) zusammenhéngend ist.

Ist SO, (R) wegzusammenhéngend?
Losung:
Ja.

5. Sei X ein Hausdorffraum und K eine kompakte Teilmenge von X. Zeigen Sie:

(a)

Der Quotientenraum X /K ist ein Hausdorffraum.

Losung:

Wir zeigen zuerst:

Lemma. Sei X ein Hausdorff topologischer Raum, K C X eine kompakte Menge, und x € X \ K.
Dann existieren offene disjunkte Mengen Uy ,U, sodass K C Uk und x € U,.

Beweis des Lemma. Fiir jedes k € K, existieren offene disjunkte Mengen Vi, W sodass k € Vj, und
x € Wy. Weil K kompakt ist, gibt es ki,...,k, € K sodass K C Uk := |JVj,. Dann gilt fir Uk
und U, := [ Wy, die Aussage. O

Bemerkung: Sie kénnen &hnliches auch fiir zwei disjunkte kompakte Mengen zeigen.

Seien [z] # [y] € X/K; insbesondere sind « und y nicht beide in K. Wenn z,y ¢ K, wihlen wir
offene disjunkte Mengen U,,U, C X sodass « € U,y € Uy. Dann haben U, \ K und U, \ K die
gleiche Eigenschafte. Weil 717 (U, \ K) = U, \ K, und da gleiches fiir y gilt, sind 7(U,, \ K) und
7(Uy \ K) offene disjunkte Mengen von X/~ sodass [z] € 7(U, \ K) und [y] € 7(U, \ K).

Wenn z ¢ K und y € K, wihlen wir durch das Lemma offene disjunkte Mengen U,,Ux C X
sodass ¥ € U, und K C Uk. Jetzt haben wir sofort 77 (U,) = U, und 7~ *n(Ug) = Uk, und das
Argument lédsst sich wie im ersten Fall abschliessen..

Sei A C K eine offene Teilmenge von X. Dann ist die durch f ([x]4) = [z] definierte Abbildung
f (X\A)/(K\A) - X/K wohldefiniert und ein Homéomorphismus. Hierbei bezeichnen [z]4 und
[] die Aquivalenzklassen in (X \ A)/(K \ A) bzw. X/K.

Loésung:

Sei i : X\ A — X die Inklusion, und 74 : X\ 4 - (X \A)/(K\ A) und 7 : X — X/K die



Projektionen. Das folgende Diagramm kommutiert:

X\ A X
TA lﬂ
f
(X\A)/(K\A) Xk

Weil ¢ stetig ist, ist auch mwoi = w4 o f stetig, darum ist f stetig. Es ist leicht zu sehen, dass f
bijektiv ist: hier benutzen wir, dass ein Punkt « € K \ A existiert, sodass f([z]4) = [z] = [K].
Wir miissen nur zeigen, dass f offen ist (wir kénnen das Homdomorphismuskriterion nicht benutzen,
weil es moglich ist, dass X nicht kompakt ist). Sei U C (X \ A)/(K \ A) offen. Wir miissen zeigen
dass 7~ 1(f(U)) offen ist.

Wenn [2]4 ¢ U fiir jede x € K \ A, ist 7, (U) C X \ K offen. Aber X \ K ist offen in X (weil X
ist Hausdorff und K ist kompakt), darum ist (7, (U)) auch offen, und 7= (f(U)) = i(7 ;' (U)) ist
offen.

Angenommen [K \ AJ4 € U. Dann ist i(7;"(U) U A) in X offen (weil A offen ist) und darum ist
7Y (f(U)) =i(r;*(U) U A) auch offen.

(c) Die Aussage aus (b) stimmt nicht, wenn A = K ist.
Loésung:

Wir betrachten X = {z, y} mit eine beliebige Topologie und A = K = {z}. Dann hat (X\A)/(K\A)
ein Element, und X/K zwei Elemente.

(d) Angenommen, X ist kompakt. Dann ist X/K die Einpunktkompaktifizierung von X \ K. Die Ein-
punktkompaktifizierung wurde auf Serie 4 definiert.
Loésung:
In Serie 4, Aufgabe 6(b), haben wir gezeigt, dass wenn Z kompakt und Hausdorff ist, und W :=
Z \ {z}, dann gilt W=z (siehe die Losungen von Serie 4). Hier nehmen wir Z = X/K, welches

in der Tat kompakt (als Quotientenraum vom kompakten Raum X) und Hausdorff (siche (a)) ist;
und z = [K], sodass W =Z\{z} = X/K\ [K]| 2 X \ K.

6. Zeigen Sie, dass das Mébiusband homotopiediquivalent zum Zylinder St x [0, 1] ist.

Loésung:

Das Mébiusband M wurde in der Vorlesung definiert als M = [-1,1] x [0,1]/« fiir die Abbildung
a: [-1,1] = [~1,1],2 = —x. Wir behaupten, dass sowohl M als auch der Zylinder S x [0, 1] homo-
topiediquivalent zu S! sind, wobei wir hier S* 22 [0,1]/ ~ fiir 0 ~ 1 benutzen wollen. Eine Homoto-
piefiquivalenz zwischen M und S! ist gegeben durch f: M — S* [(z,t)] = [t] mit Homotopieinverser
g: S — M, [t] = [(0,t)]: Uberzeugen Sie sich, dass die Abbildungen wohldefiniert und stetig sind. Es
gilt fog =idg: und go f ~ idy, mittels der Homotopie M x [0,1] — M, ([(z,t)],s) — ([z - 5,t]). Ahnlich
konstruiert man eine Homotopiedquivalenz zwischen S x [0,1] und S*, woraus die Behauptung folgt,
da Homotopiedquivalenz eine Aquivalenzrelation ist.



