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1. Konvergenzkurven

Seien die Funktionen:

v(x) = | sin(2πx)|3

n(x) = exp
(
− 1

sin2(2πx)

)
a(x) = 1

1 + sin2(2πx)
b(x) = sin(2π10x)

a) Ploten Sie die Konvergenzkurven für jede dieser Funktionen bei einer Fourier-Approximation
auf [0, 1]. Verwenden Sie dabei N = 212 Punkte für die Referenz und für die Auswerung
der Lösung und jeweils 2n Punkte (mit n = 2, 3, . . . , 8) für die Approximation.

b) Ploten Sie die Konvergenzkurven für die numerische Ableitung jeder dieser Funktionen.
Verwenden Siedabei die Fourier Darstellung, um die Ableitung numerisch in den N = 212

Punkten auszuwerten, indem man nur die Werte in den 2n Punkte (mit n = 2, 3, . . . , 10)
der Funktionen selber benutzt.

2. ? Kernaufgabe: Pendelgleichung ?

Aufgabenstellung

Wir betrachten die Gleichung für den Auslenkungswinkel α(t) im mathematischen Pen-
del der Länge l im Erdgraviationsfeld (wir notieren ω2 = g

l ):

α̈(t) = −ω2 sinα(t) (1)
α(0) = α0

α̇(0) = α̇0

a) Schreiben Sie die Differentialgleichung (1) in ein System von Differentialgleichungen
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erster Ordnung um:

ẏ0 = f0(y0, y1) (2)
ẏ1 = f1(y0, y1) (3)

y0(0) = α0

y1(0) = α̇0 .

Für welche physikalische Grösse steht hier y1?

b) Skizzieren Sie Ihren Code auf Papier. Benutzten Sie diese Skizze um den Code zu
planen. Sie sollten sich überlegen welche Bausteine in den ODE-Lösern verwendet
werden. Wie unterscheidet sich das explizite Eulerverfahren vom impliziten Verfah-
ren. Was haben die beiden gemeinsam? Wie passt das velocity-Verlet Verfahren zu
Ihren Bausteinen?

c) Implementieren Sie folgende Verfahren:

• Explizites Eulerverfahren
• Implizites Eulerverfahren
• Implizite Mittelpunktsregel
• Velocity-Verlet Verfahren

Alle Funktionen sollen die rechte Seite der ODE, den Startwert, die Endzeit und die
Anzahl der Schritte als Parameter akzeptieren, z.B:

1 def explict_euler(rhs , y0, T, N):
# Implementieren Sie hier das explizite Eulerverfahren.

Hinweis 1. Lösen Sie die auftretenden nicht-linearen Gleichungssysteme F (y) = 0
mit scipy.optimize.fsolve.
Hinweis 2. Auf der Vorlesungshomepage stehen Templates für die Serie bereit. Für
diese Aufgabe können Sie pendulum.py verwenden.

d) Testen Sie Ihren Code für g = 9.81, l = 0.6, T = 0.2.. Bestimmen Sie die Konver-
genzordnung von

|yN − y(T )| (4)

und vergleichen Sie diese mit der theoretischen Konvergenzordnung.
Hinweis. Benutzen Sie die Funktion reference solver um eine hervorragende Ap-
proximation von y(T ) zu berechnen.

e) Implementieren Sie den konkreten Fall g = 9.81, l = 0.6, T = 4.0, N = 500,
α0 = 1.4855, α̇0 = 0. Ploten Sie alle Trajektorien in einem Bild mit den Koordi-
naten α, α̇. Ploten Sie ein Bild der Evolution der (Approximationen der) kinetischen
( 1

2 α̇(t)2), potentiellen (ω2(1 − cos(α(t)))) und totalen Energie im System (Energie
gegen Zeit) für jede Methode. Bleibt die totale Energie immer erhalten? Stimmen
die vorausgesagten Perioden überein? Welche liegt der Realität am nächsten?
Hinweis. Das Template für diese Aufgabe ist pendulum.py

f) Messen Sie die Laufzeit der vier Methoden. Welche Methode ist am effizientesten?

Siehe nächstes Blatt!



3. Trajektorie bei Streuung (Prüfungsaufgabe FS 13)

Die Trajektorie eines Teilchens bei Streuung an einem Potential U(x, y) wird beschrieben durch:

r̈ = −∇U

wobei r = (x, y)T die Teilchenkoordinaten sind und U das Lennard-Jones Potential:

U(x, y) = 4
((

1
r

)12
−
(

1
r

)6
)

ist und r2 = x2 + y2.

a) Plotten Sie die Teilchen-Trajektorien, die sich mit dem Störmer-Verlet Verfahren ergeben.

b) Verwenden Sie folgende Anfangsbedingungen und Parameter:

• r(t = 0) = (−10, b)T, wobei b = 0.15, 0.3, 0.45, . . . , 3,

• ṙ(t = 0) = (1, 0)T,

• Zeitschritt ∆t = 0.02,

• Endzeit Tende = 15.
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Hinweis: Benutzen Sie das Template lennard jones.py


