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1. Lineare ODEs mit Krylov-Verfahren
Gegeben sei das lineare System gewohnlicher Differentialgleichungen:

y(t) = —iAy(t)
y(0) =y,

mit der Hermite-symmetrischen Matrix A € C4*4,

a) Zeigen Sie, dass die || - ||2-Norm der Losung durch die Evolution erhalten bleibt:

ly@)llz = [ly(0)]l2 -
Hierbei ist:

d
lull3 = (u,u) = iju;.
j=1

b) Verwenden Sie die Diagonalisierung von A, um eine formale Losung des Differentialglei-
chungssystems zu finden.

Hinweis: Siehe Beispiel 4.1.3 im Skript.

¢) Verwenden Sie ein Krylov-Verfahren um eine numerische Losung des Differentialgleichungs-
systems zu finden. Suchen Sie dafiir eine Losung:

Uy, (1) € K (A, y,)
@m(o) = go ’
so dass das Residuum ,, (t) +iAw,, (t) orthogonal auf dem Krylov-Raum K., (A, y, ) steht.

d) Wir wollen nun unsere Methoden fiir die Matrizen A

1. sqrt
2. minij
3. dvr
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welche im Template krylov.py implementiert sind, anwenden. Die Lésung soll mit

bis zur Zeit t = 1072 numerisch berechnet werden. Fiir das Krylov-Verfahren verwenden
Sie sowohl das Arnoldi- als auch das Lanczos-Verfahren. Benutzen Sie Als Referenzlgsung
das Ergebnis welches expm aus scipy.linalg liefert. Geben Sie die Rechenzeiten und die
Fehler beziiglich der Referenzlésung aus. Welchen Einfluss hat der Parameter m (Dimension
des Krylov-Raums) auf die Losung?

2. Ezponentielles Euler-Verfahren (Prifungsaufgabe FS1/)

Betrachten Sie das exponentielle Euler-Verfahren mit konstanter Schrittweite:

Y1 :yk"‘h@(th)f(yk), k=0,....,N (1)
wobei:

e —1

z

Je:=Df(y,), ()=

a) Leiten Sie die Stabilitatsfunktion S(z) von (1) her.

b) Schreiben Sie eine Python-Funktion expEV die das nichtlineare Anfangswertproblem

- [Ee] e[

—y 1
mit dem exponentiellen Eulerverfahren (1) mit konstanter Schrittweite 16st.

Hinweis: Verwenden Sie das Template exp_euler.py.

Hinweis: Die Aufgabe wird viel leichter wenn Sie beachten, dass Df € R?*2 klein ist. Sie
koénnen also hier einfach expm verwenden.

¢) Bestimmen Sie empirisch die Konvergenzordnung des Verfahrens. Betrachten Sie das Zeit-
intervall [0, 6] und berechnen Sie den Fehler beziiglich der exakten Losung:

— cos(t) exp(sin(t))

y(t) = exp(SiIl(t))

fiir verschiedene Anzahl von Zeitschritten N = 24, 48, 96, 192, 384.

3. * Kernaufgabe: Zeitabhingige Schridinger-Gleichung x

Wir betrachten die zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung mit Potential V':

e = —%sQ% + V(z)u,
U(:IT,O) = g(l'), T e [*171]

Siehe nichstes Blatt!



wobei € = 0.01 die Rolle von & iibernimmt. Sei N = 2!. Wir wihlen eine Losung:

J_1
2
un(x,t) = Z e (t)e?m ke x € [-1,1],
—
so dass (2) in &z = [z;] = [Qﬁj] mit j = -5, 8 — 1 erfiillt ist. Sei
c = [co,...,0%71,07%,...7071] der Vektor mit den Fourier-Koeffizienten. Da ¢ =

Fnlun(z)](k) erhalten wir:

1
= ié‘kzck + (.FNVN]:I;lQ)k

mit: 1
Vi = - diag(V (2)),
oder: 1
ié = 5(sDZQ\,g + fNVNfX/lQ’
mit: N N
D~y = di 0,...,— —1,—, ..., —1).
N lag( 9 5 2 ) 2 9 9 )
Deshalb gilt nun:
1
¢=—5ieDyc—iFNVnFy'c ©)
und wir haben:
o B ) N N
671h§D]2v§: {efélshkzck] ’ mlt k: ’,..7?—17_55- 7_1 (4)
q 3 %71
efthNuN(i) — [eilhv(mj)UN(ﬁ)j] . N (5)
j=—%

a) Verwenden Sie (4) und (5) um das Strang-Splitting fiir (2) via der formalen Lésung
von Gleichung (3) zu implementieren.

Hinweis: benutzen Sie das Template tdse_Template.py. Alle benttigten Parameter
sind dort zu finden.
b) Bleiben die Norm und die Energie erhalten? Testen Sie mit folgenden Potentialen:

e Harmonisch: V(z) = 122

2
« Morse Potential: V(z) = Vj (1 + e~ 28+ — 2e=Alat1)
mit den Parametern Vj = 8 und § = %.

und Anfangswerten (e = 1072):

1
go(z) = ( 1 )4 e~ 3e (@) it

e

1
1 1 1.2
= — 2% .
91(x) <m> €

Plotten Sie das Potential und die Losungen.

Bitte wenden!



(a) Wellenpaket ¢ am Anfang. (b) Wellenpaket ¢ im Zeitschritt 273.

Abbildung 1: Zeitentwicklung eines Wellenpakets




