D-MAVT / D-MATL Lineare Algebra I HS 2023
Prof. Dr. N. Hungerbiihler

Serie 5

Aufgabe 1 ist online auf https://echo.ethz.ch zu lésen. Schicken Sie Ihre Losung bis
spatestens Freitag, 3. November um 14:00 Uhr ab.

Die schriftlichen Aufgaben kénnen Sie am selben Tag in Threr Ubungsstunde abgeben oder
per SAM-Upload Tool (link uber https://metaphor.ethz.ch/x/2023/hs/401-0171-00L/).

1. Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

(a) Seien u und v Losungen des LGS Az = b mit n Unbekannten. Der Rang des LGS sei
r. Falls n = r gilt, so folgt u = v.

(b) Sei Ax = 0 ein homogenes LGS und = # 0 eine Losung davon. Dann ist der Rang r
des Gleichungssystems gleich der Anzahl n der Unbekannten.

(c¢) Sei Az = b ein LGS, das keine Losung besitzt. Dann ist sein Rang r grosser als die
Anzahl m seiner Gleichungen.

(d) Sei Ax = b ein LGS mit n Unbekannten und ebensovielen Gleichungen. Sei u # 0 eine
Losung des homogenen LGS Ax = 0 und v eine Lésung von Az = b. Dann hat Ax =0
noch unendlich viele weitere Losungen.

2. Range einer Menge linearer Gleichungssysteme
Bestimmen Sie — in Abhéangigkeit von a — den Rang des folgenden Gleichungssystems

ry + T + 3.1'3 + Ty = 0
T, + — 2x3 — 224 0
T + 21y + 8x3 + (a®+3a)xy 0
—2r1 — Ty + ars + ey = 0

mit Hilfe des Gauss-Algorithmus.

3. Kommutierende Matrizen
Bestimmen Sie, welche Matrizen B mit der Matrix

1 2
=0 3)
kommutieren, d.h. fiir welche Matrizen B die Gleichung AB = BA gilt.

1


https://echo.ethz.ch
https://metaphor.ethz.ch/x/2023/hs/401-0171-00L/

4. Kreuzprodukt zweier Vektoren

1

Es seien © = <i2> € R3und y = (55) € R3. Dann ist das Vektorprodukt von z und y
Y3

definiert als '
T2Ys — T3Y2
T XY= |23y — T1Y3
T1Y2 — T2l

(a) Bestimmen Sie eine 3 x 3-Matrix B so, dass

r Xy = By.

(b) Zeigen Sie, dass = X y senkrecht auf z und y steht.

(¢) Rechnen Sie eine der folgenden Identitéten nach:
ax (bxc)=(a-c)b—(a-b)c (Grassmann-Identitét)
ax(bxec)+bx(exa)+ex(axb)=0 (Jacobi-Identitét)
(@axb)-(cxd)=(a-c)b-d)—(b-c)(a-d) (Lagrange-Identitat)

(d) Verwenden Sie die obige Lagrange-Identitdt um zu zeigen, dass
[la > bl = llall]|b]| sin(¢)

gilt, wobei 0 < ¢ < 7 der von a und b eingeschlossene Winkel ist. Dieser Satz besagt,
dass die Lange des Vektors a x b gleich der Flache des von a und b aufgespannten
Parallelogramms ist.

Hinweis: Es gilt
a-b=|lall[[b]] cos(e).



