D-MAVT / D-MATL Lineare Algebra I HS 2023
Prof. Dr. N. Hungerbiihler

Serie 6 - Bonusaufgabe 4

Die Abgabe der Bonusaufgabe erfolgt bis zum Freitag, 3. November 10:00 mit dem SAM-
Upload Tool (link uber https://metaphor.ethz.ch/x/2023/hs/401-0171-00L/). Die Ab-
gabe kann ausschliesslich in derjenigen Ubungsgruppe erfolgen, in die Sie sich zu Beginn des
Semesters eingeschrieben haben. Eine verspatete Abgabe ist nicht mdoglich.

Diese Bonusaufgabe wird mit 0 oder 1 Punkt bewertet, wobei 1 Punkt vergeben wird, wenn
die Bonusaufgabe sinnvoll und umfassend bearbeitet wurde.

1 Awufgaben zur Kontextualisierung der Determinante

Aufgabe 1
ai by
Betrachten Sie die Vektoren a = | ay | und b= | by
0 0

(a) Berechnen Sie das Vektorprodukt a x b. Welche z-Komponente hat a x b7

(b) Was bedeutet es geometrisch gesehen fiir die Vektoren a und b, wenn die z-Komponente
des Vektorprodukts Null ist? Erklaren Sie.

(c) Visualisieren Sie die folgenden Vektorenpaare graphisch:

1 4
(i)a=[2])undb= |38
0 0
1 3
i) a= 2] und b= (4
0 0

Bestimmen Sie ohne Rechnung fiir jedes dieser Paare, ob die z-Komponente des Vektor-
produkts des jeweiligen Vektorenpaars Null ist oder nicht. Begriinden Sie Thre Antworten.


https://metaphor.ethz.ch/x/2023/hs/401-0171-00L/

Aufgabe 2

Betrachten Sie das Parallelogramm, welches von den Vektoren a = <a1> und b = (bl)

aufgespannt wird.

(a) Berechnen Sie die Fliache dieses Parallelogramms. Driicken Sie die Flédche mithilfe der
Komponenten von a und b aus. Tipp: Nehmen Sie die Skizze unten zur Hilfe.

(b) Was bedeutet es geometrisch gesehen fiir die Vektoren a und b, wenn die Fliache des
Parallelogramms Null ist? Erklaren Sie.

(c) Visualisieren Sie die folgenden Vektorenpaare graphisch:

(i) a= (},)) und b = (g)
(i) a = G) und b — (?;)

Bestimmen Sie ohne Rechnung fiir jedes dieser Paare, ob die Fldche des Parallelo-
gramms, welches vom jeweiligen Vektorenpaar aufgespannt wird, Null ist oder nicht.
Begriinden Sie Thre Antworten.

Abbildung 1: Skizze eines Parallelogramms.



Aufgabe 3

Betrachten Sie das lineare Gleichungssystem Az = ¢, welches durch
aq b1 I C1
A= , T = und ¢ =
(05} b2 i) Co

(a) Losen Sie das lineare Gleichungssystem und finden Sie Ausdriicke fiir x; und z5 in
Abhéngigkeit von den Matrixeintragen von A und den Vektorkomponenten von c.
Beachten Sie, dass Sie dafiir eine Fallunterscheidung benétigen. Erinnern Sie sich beispiel-
sweise daran, dass falls a; # 0 gilt, das obige lineare Gleichungssystem mithilfe des
Gaussverfahrens in das dquivalente lineare Gleichungssystem Az = ¢ umgeformt wer-

den kann, wobei
A b 5 €1
A= (5 0 lug) e (o fg)

(b) Nutzen Sie die Fallunterscheidung aus der vorherigen Teilaufgabe, um Kriterien fiir die
Matrixeintrage von A und die Vektorkomponenten von ¢ zu bestimmen, damit. ..

gegeben ist.

(i) ... das Gleichungssystem eine eindeutige Losung hat.
(ii) ... das Gleichungssystem unendlich viele Lésungen hat.
(iii) ... das Gleichungssystem keine Losung hat.

Begriinden Sie Thre Antworten.
(c) Vergleichen Sie Thre Resultate aus den Aufgaben la, 2a und 3b. Was beobachten Sie?

(d) Betrachten Sie die folgenden linearen Gleichungssysteme und denken Sie iiber die
Bedeutung der jeweiligen Gleichungen nach. Bestimmen Sie fiir jedes der folgenden
Gleichungssysteme, ohne es zu losen, ob es eine eindeutige Losung, unendlich viele
Losungen oder keine Losung hat. Verwenden Sie dazu Thr Resultat aus Aufgabe 3b
und begriinden Sie Thre Antworten.

(i) A= (3 g) und ¢ = (é)
(i) A= (é 120> und ¢ = (;)
(i) A= (; 2) und ¢ = (i)



Aufgabe 4

a1 by
Betrachten Sie erneut die Vektoren a = | as | und b = | by | mit Vektorprodukt a x b sowie
0 0

das von a und b aufgespannte Parallelogramm.

(a) Was bedeutet es geometrisch gesehen, wenn die Reihenfolge der Vektoren a und b beim

Vektorprodukt vertauscht wird, wenn also b x a statt a x b berechnet wird? Erklaren
Sie.

(b) Welchen Einfluss hat es auf die Fliachenberechnung des Parallelogramms, wenn die
Reihenfolge der Vektoren a und b vertauscht wird? Erklaren Sie.

(c) Vergleichen Sie Thre Antworten auf die Teilaufgaben 4a und 4b. Was beobachten Sie?



D-MAVT / D-MATL Lineare Algebra I HS 2023
Prof. Dr. N. Hungerbiihler

Serie 6

Aufgabe 1 ist online auf https://echo.ethz.ch zu losen. Schicken Sie Thre Losung bis
spatestens Freitag, 10. November um 14:00 Uhr ab.

Die schriftlichen Aufgaben konnen Sie am selben Tag in Ihrer Ubungsstunde abgeben oder
per SAM-Upload Tool (link uber https://metaphor.ethz.ch/x/2023/hs/401-0171-00L/).

1. Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

(a) Sei A symmetrisch und reguldr. Dann ist auch A~! symmetrisch.

(b) Sei

a 1

o2 0
A= | 2L ¢ L

T2 2 V2

Dann ist A genau fiir a = 4++/3/2 orthogonal.

(c) Es gibt orthogonale Matrizen, die singulér sind.

2. Reguldre und Singulare 3 x 3-Matrizen

(a) Gegeben sei die Matrix

I

Il
— N Qo
— o
— o

Zeigen Sie, dass A regulér ist.

(b) Fiir welche Werte des Parameters v ist die Matrix

2 v 4
B=11 2 2
-1 -1 v

singulér?


https://echo.ethz.ch
https://metaphor.ethz.ch/x/2023/hs/401-0171-00L/

3. Orthogonale 2 x 2-Matrizen
Sei I, die 2 x 2-Einheitsmatrix und u = (‘/73, Hr.

(a) Fiir welche Werte des Parameters a ist die Matrix

V=1, — auu?

orthogonal?

(b) Loésen Sie fiir die in (a) ermittelten Werte von a das Gleichungssystem

v ()

ohne den Gauss-Algorithmus zu benutzen.

(c¢) Kontrollieren Sie (a) und (b) mit MATLAB.

A::(Z g)_

(a) Fiir welche Werte von a, b, ¢, d ist A regular?

4. Gegeben sei die 2 x 2-Matrix

(b) Bestimmen Sie fiir die in (a) ermittelten Werte von a, b, ¢, d die Inverse A™!.
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