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2.1. Komplexe Zahlen 1

Zeigen Sie, dass fiir alle komplexen Zahlen z,w € C gilt:
(a) [zw| = |z][uw]
(b) z==2
(c) [z 4w+ |z = w = 2[z]* + 2[w|?

Hinweis: Verwenden Sie fiir ¢) die Eigenschaft |z|*> = 2z = zz fiir alle komplexen
Zahlen z.

Losung. Sei z = a + ib,w = ¢+ di fir a,b,c,d € R.
(a) Wir erhalten direkt:
|zw|? = Zwzw = Zwzw = Zzww = |z)*|w|?
Nimmt man die Wurzel auf beiden Seiten, so folgt wegen der Nicht-Negativitét
von |zw| und |z||w| das gewiinschte Resultat.

Alternativ gilt:
zw = (ac — bd) + (ad + bc)i

Daher folgern wir per Definition:

|zw| = \/(ac —bd)? + (ad + be)? = Va2c? — 2abed + b2d? + a2d? + 2abed + b2
— \/QQCZ + a2d? + b2d2 + b2c2
= /(a2 + 1) (e + &)
= Va2 +2Ve? + d? = |z||w]

(b) Es gilt

=a—tb=a+1b=z.

I\

(c) Es gilt:

lz+wP+|z—wf =zFw(z+w)+2z—w(z—w)
=Zz+Zw + Wz +w0w+Zz — Zw — Wz + 0w
= 2zz + 2ww
= 2[2]* + 2w|?,

was das gewlinschte Resultat ist.
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2.2. Komplexe Zahlen 11

Bestimmen Sie jeweils eine komplexe Zahl z € C, geschrieben in Standartform
z=x+ yi mit x,y € R, welche die folgende Identitét erfiillt.

(a) 22 =—i
(b) 2=
(c) 22=22+5=0
Losung.
(a) Wir verwenden die Polarform, also schreiben z = re® fiir v € (0, 00), ¢ € [0, 27).
Dann gilt 2* = r2e??. Wir kénnen auch —i in Polarform schreiben, nimlich

. “3m
—i = ¢e"2 . Also muss gelten

22 =262 = ¢ = .
Eine mogliche Losung ist also r =1, 6 = %’T. Es handelt sich um die komplexe
Zahl
isx (37r)+. ) (371') 1 w 1
z=¢€"1 =cos(—)+isin(—) =——F4+1i—
4 4 V22

Die andere Losung ist das Negative davon, also % — z%

Alternativ koénnte man auch z = x+iy schreiben und die Gleichungen 22 —1? = 0,
2xy = —1 losen, die aus der Berechnung

22 =% — oy + 2xyi = —i
resultieren.
(b) Die Gleichung ist aquivalent zu zz = 1, also
z= 2P =2+ =1
Diese Gleichung wird von allen komplexen Zahlen der Form
z = e" = cos(f) + isin(h)
erfilllt, wobei 6 € [0, 27).
(c) Wir verwenden die Formel fiir quadratische Gleichungen:
24/(-22-4-5 2+-16 2+4y/—1 2+4i
2 2 2 2

wobei das Zeichen 4+ bedeutet, dass die zwei Losungen durch eine Wahl von
plus oder minus erhalten werden.

z = =142,
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2.3. Nullstellen

Betrachten Sie das folgende Polynom in C
P(z)=2"-2+2+a,

wobei a € C ein Parameter ist. Finden Sie a € C, sodass —i eine Nullstelle von P(z)
ist. Faktorisieren Sie fiir diese Wahl von a das Polynom P(z), also schreiben Sie

P(z) = (2 = 21)(2 = 22) (2 — 23),

wobei 21, 29, z3 die Nullstellen von P(z) sind.

Losung. Damit —i eine Nullstelle ist, muss gelten P(—i) = 0. Wir berechnen:
P(—i)=(=i)* = (=i)*—i+a=i—(-1)—i+a=1+a
Es muss also a = —1 gelten.
Fir dieses a schreiben wir:
P2)=2—242-1=2¢-1D+z2-1=(Z+1D(z—1) = (z+4)(z—1)(z—1).

Wir sehen also, dass P(z) die Nullstellen —i, ¢ und 1 hat.

2.4. Manipulation von Summen und Produkten

Zeigen Sie ohne Induktion: Fiir alle n € N gilt

()

(b)

H i :a—n, (Wobelak#()furkz(),m)
k=1

Ap—1 Qo

—k(k+1)  © 1+n

Hinweis: Verwenden Sie die Teilaufgabe (a)
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(d)

11 (1+ =) =2-—
Pt n+k) n+1
Hinweis: Verwenden Sie die Teilaufgabe (b).

Losung.

(a) Aufgrund der Endlichkeit der Summe diirfen wir die Terme beliebig neu ordnen
und berechnen daher

n n n n n—1
Z(ak —ak—1) = Zak - Zak—l = Zak - Zak
k=1 k=1 k=1 k=1 k=0
n—1 n—1
= (Zak+an> — (ao—i—Zak) = a, — Qg.
k=0 k=1

(b) Wir konnen die Faktoren im endlichen Produkt beliebig umordnen. Es gilt:

1
ﬁ ap  Iliyae  Ih—iax  an-TiZgar  an
p— —_— _1 —_— _1 -_— .
o e—1 Ili—ae—r IiZgar  ao-IliZgar  ao
(c) Es gilt
1 1 1

k(k+1) k k+1

Setzen wir aj, = 1, dann gilt
Z(*_ ):_Z@k—akﬂ)-
=k k+1 =

Unter Verwendung von

folgern wir also

zn:k(k:—l—l):zn:(li_kr—lkl):_(nj—l_i):l_n—li-l'

k=1
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(d) Es gilt
1 n+k+1
1+ =

n+k  n+k

Setzten wir ar = n + k + 1, dann erhalten wir unter Verwendung von b):

n 1 n—l—k:+1_2n+1 1

1 = = =2 - .
k:l_Il( +n+k3> kl;[l n+k n+1 n+1




