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3.1. Konvergenz

Bestimmen Sie das Konvergenzverhalten und gegebenenfalls den Grenzwert der
folgenden Folgen (ay,)nen:

(a) a, = "5l 4 (—1)"10%

n2+1
o n3+n2 _ 77,3777,2
(b) n = 237 n2+1
9T
(C) ap = nd—n242n

Losung.

(a) Der zweite Summand beschrankt ist (wenn auch sehr gross). Der erste Summand
hat im Zéhler ein Polynom vom Grad 3, wiahrend der Nenner bloss ein Polynom
vom Grad 2 ist. Es folgt, dass die Folge divergiert. Wir konnen sogar eine
préazisere Aussage machen, namlich divergiert die Folge gegen +o00. Um das
rigoros zu zeigen, bemerken wir, dass

nd— v’ =nd(1— =) > nd, Vn>4,
n>+1<2n? VneNl.

Also gilt fiir alle n € N mit n > 4

n’ — \/55 et < 31 n1027 ~ 1 27
Sei nun C' € R beliebig gross. Dann kénnen wir N € N wahlen mit N >
4(C'+10%") (und N > 4). Gemiss der Abschitzung oben, gilt dann a,, > C fiir
alle n > N. Da C beliebig war, folgt die Divergenz gegen +o00.

(b) Wir bemerken:
nd+n? nd—n? 2n?
a, = - = )
n?+1 n?+1 n?+1

Dank Satz 3.3.2 und dem bekannten Limes lim,,_, % = 0 folgern wir:

. . 2n? : 2 2
lim a,, = lim = lim T = - 1

=2.

(c) Wir sehen, dass der Zéhler wie n®" wichst, der Nenner aber exponentiell, wie

2" wichst. Dank dem Resultat aus der Vorlesung, siche auch Beispiel 3.2.2 iv)

im Skript, folgt:
97 44
n’" —n
1.[“ _ = O
nl~>oo nd —n2492n
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Genauer, konnen wir wie folgt argumentieren. Fiir alle n € N gilt
0<n? —n* <% und n®—n242">2",

also

nd7 _ i nd7

0< < 97171‘
—n5_n2+2n—2n n (2)

Da nPq" fiir alle Potenzen p € N und alle ¢ € (0, 1) eine Nullfolge ist, ist auch
a, eine Nullfolge.

3.2. Arithmetisches Mittel

(a) Sei (an)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert a. Beweisen Sie, dass die
Folge der arithmetischen Mittel

ay +as+ -+ ay
n

Sp =
ebenfalls gegen a konvergiert.

Hinweis: Die Idee ist, die Summe s, in zwei Teile aufzuteilen:

1 1 &
sp—a=—> (ag—a)+— > (ar—a).
=1 =N+

Die Summe im ersten Term ist unabhdngig von n und der zweite Term kann
dank der Konvergenz von (a,)nen abgeschatzt werden.

(b) Geben Sie ein Beispiel einer nicht konvergierenden Folge, deren arithmetisches
Mittel konvergiert.

Losung.
(a) Seie > 0 gegeben. Wir werden ein N € N finden mit |s,, —a| < ¢, fiir allen > N.

Wir gehen dabei in zwei Schritten vor. Zuerst, da (a,)nen gegen a konvergiert,
gibt es ein N; € N, sodass

la, —al < g, Vn > Nj.
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Betrachten wir nun s,,, dann erhalten wir fiir alle n > Ny:

n n
:Za a§12|ak—a|
k=1 ny

k=1 T ‘

|sn —a| =
1N1 n
:*Z|ak—(l’+* Z |ak—a]
kNl—i—l
1N1 1 6
<f _ _
Z\ak Cl’—F n 2
1N1

< — Z|ak—a|+

wobei wir bei der zweitletzten Ungleichung verwendet haben, dass die zweite

Summe n — N; Terme hat, die alle kleiner § sind. Diese Ungleichung gilt fiir

alle n > N. Die verbleibende Summe Y0, |ay, — a| hingt nicht mehr von n ab.
Wir koénnen nun also Ny € N gross genug wéhlen, mit Ny > Ny, und

1 &
Z|ak—a|<—
Ne (o
Dann gilt fir alle n > Ny,
1 &
|sn—a|<ﬁ2|ak—a|—l— <e€
2 k=1

Da € > 0 beliebig war, beweist dies die Konvergenz von s,, gegen a.
(b) Betrachte als Beispiel a,, = (—1)". Diese Folge ist nicht konvergent. Hingegen
gilt

1
5 = 1 i(_l)k ] falls n ungerade

k=1 0 falls n gerade

1
Insbesondere gilt |s,| < — und folglich konvergiert s, gegen 0.
n

3.3. Konvergenz von Reihen

Verwenden Sie das Quotientenkriterium oder das Wurzelkriterium, um die Konvergenz
der folgenden Reihen nachzuweisen:

(a) Yp2, 22 fiir alle reellen Zahlen .
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(b) >, 1+2nx fir alle reellen Zahlen = mit |z| < 1.
(c) Y02, Zra” fiir alle reellen Zahlen z.

Lijsung.
(a) Wir wenden das Wurzelkriterium an:

N 2”1’”

nn

2
= lim M =0,

n—oo n,

lim
n—oo

somit folgt geméss Wurzelkriterium die absolute Konvergenz fiir alle x € R.
(b) Wir wenden das Quotientenkriterium an:

ontl n+1

T 2(1 4 2 1+

. n—+1

lim (22— | = lim 2r(1+2") +1) = lim 72" |z| = ||
n— o0 Wxn n—oo | ] —+ on n—oo | 4 2n+1

Wenn |z| < 1, so ergibt das Quotientenkriterium die absolute Konvergenz der
Reihe. (Fir |z] > 1 divergiert die Reihe laut Quotientenkriterium.)

(c) Eine Anwendung des Quotientenkriteriums ergibt:

2ntl 41
(n+1)!

2" n
ml’

lim

n—0o0

) ‘Qx-n!‘
= |lim |———| =
n—o0 | (n + 1)!

Die Reihe konvergiert also absolut fiir alle x € R.



