D-ITET Analysis 1 ETH Ziirich
Prof. Tristan Riviere Serie 6 HS 2023

6.1. Alternierende Reihen

Sei (ay)nen, eine monoton fallende, reelle Nullfolge, d.h.
i1 < ap, VYn € Ny und nh_)rgo a, = 0.

Fiir jedes N € N sei
N

Sy = Z(—l)”an.

n=0

(a) Zeigen Sie zunachst, dass a, > 0, Vn € Ny.
(b) Zeigen Sie, dass die Folge (S5, )neny monoton fallend ist.
(c) Zeigen Sie, dass die Folge (S2,11)neny monoton wachsend ist.

(d) Zeigen Sie, dass Vn € Ny

S2n+1 S Sk S SQ’m vk Z 2n + 1.

e) Zeigen Sie, dass lim,,_,o, So, und lim,,_,, So,1 existieren.
+
(f) Zeigen Sie, dass
35, S2n = [0, Son

(g) Schliessen Sie, dass die Reihe >0 ((—1)"a,, konvergiert.

6.2. Konvergenz von Reihen
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz oder Divergenz:
o 7’L4
(a) Zn:l 3n

(b) Z?ioil n2ﬁ—3i_:7,1+17

oo (=D"

(¢) X021 e
Hinweis: Benutzen Sie fir (c) die Aufgabe 6.1
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6.3. Eulersche Zahl 1

(a) Sei (an)nen die Folge gegeben durch
1 n
Qy = <1+> Vn € N.
n

Zeigen Sie, dass (a,)neny monoton wachsend ist, und dass Vn € N : a,, > 2.

Hinweis: Sie dirfen die Bernoullische Ungleichung benutzen: (1+x)" > 14+ nzx
Vere R,z > —1und Vn € N.

(b) Sei (by)nen die Folge gegeben durch
1 n+1
b, := (1—1—) Vn € N.
n

Zeigen Sie, dass (b,,)neny monoton fallend ist, und dass Vn € N b, < 4.

Hinwetis: Benutzen Sie wieder die Bernoullische Ungleichung, wie auch die
Ungleichung —— > % = % Vn € N.

n2—1 = n2

(c) Bemerken Sie, dass a,, < b,, Vn € N und schliessen Sie aus den obigen Teilauf-
gaben, dass a := lim,, ., a, und b := lim,,_,, b,, existieren, und dass a < b.

(d) Zeigen Sie, dass a = b.
Hinweis: Benutzen Sie die Abschitzung: 0 <b—a <b, —a,, Vn € N.

Der Limes e := a = b heisst Eulersche Zahl.

6.4. Exponentialfunktion I

Fir jedes z € C sei

oozk

Ezxp(z) =) —.
= k!

Aus Beispiel 3.7.2 i) folgt, dass die Reihe absolut konvergiert.
Seien z,y € C.

(a) Zeigen Sie, dass
Benta) - Baply) = 3 (3 0 )
xzp(x) - Exp(y) = — .
im0 \nre Kl(n = K)!

Hinweis: Sie diirfen Satz 3.8.2 benutzen.
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(b) Benutzen Sie Teilaufgabe a) und den binomischen Lehrsatz um zu schliessen,
dass
Exp(z) - Exp(y) = Exp(z + y).

6.5. Quotientenkriterium

Bestimmen Sie mithilfe des Quotientenkriteriums ob die folgenden Reihen konvergieren
oder nicht:

(a)
(n!)

)2
(2n)!

]38

3
Il
—

(b)

i (_1)n21—2n
= n*+1

(c)
> 21F3n(p 4+ 1)

292n
n=1 n*3
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6.6. Online-MC
Abgabe der Multiple-Choice Aufgaben: Online auf Moodle.

Es sind jeweils mehrere Antworten moglich.
(a) Sei a, definiert durch

4y = { sk n =3k +2 fir k >0,
%Uk n=3k+ 3 fir k > 0.

Welche der Aussagen gilt?

(i) lim, o a, existiert.

(ii) liminf, . a, existiert.

(iii) limsup,_, . a, =14 /1/12

(b) Sei (ax)ren eine reelle Folge. Dann ist die Folge (b, )nen, Wobei b, = supys,, an,
monoton fallend und die Folge (¢y,)nen, wobei ¢, = infy>, a,, monoton wachsend.

(i) Wahr
(ii) Falsch
(c) Die Harmonische Reihe 1+ 3 + 3 4+ 1+ ... ist
(i) Konvergent
(ii) Divergent



