D-ITET Analysis 1 ETH Ziirich
Prof. Tristan Riviere Musterlosung 1 HS 2023

1.1. Wahrheitstafeln

(a) Bestimmen Sie die Wahrheitstafeln fiir die folgenden logischen Ausdriicke:
1) AN(BVCO),
2) (=(AVB))AC,
3) (AN(=B)) VT,

4) (AA-B)V A

Losung.

1)
A|B|C |BVC|AN(BVC(C)
W\ W | W w w
W\ W | F w w
WI|F|W w 14
WI|F|F F F
F W W w F
F{W|F w F
F|F|W w F
F|F|F F F

2)
A|B|C|AVvB|~(AVvB)|(=(AVB))AC
WIiw | W w F F
W\ W | F w F F
WI|F|W w F F
WI|F|F w F F
Fi{W W w F F
F|{W|F w F F
F|F|W F w w
F|F|F F W F
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3)
A|B|C|-B|AAN(=B)|(AN(—B))VvC
W W | Wi F F w
WIW | F| F F F
W F|W| W W w
W F|F| W w w
F\W Wi F F w
F\W|F| F F F
FI\F \W| W F w
F|F | F | W F F
4)
A| B |-B|AAN-B|—-A (A/\ﬁB)\/ﬂA
W Wi F F F F
Wl F| W w F w
F|\W| F F %% w
FlF | W F %% w
(b) Zeigen Sie mithilfe einer Wahrheitstafel
1) (AVB)ANC <= (ANC)V(BACO),
2) (ANB)VC <= (AVC)AN(BVCO).
Losung.
A|B|C|(AVB)ANC | (ANC)V(BAC) | (AANB)VC|(AVC)A(BVCO)
Wi iw | W w w w w
WIW | F F F w w
Wil F|W w w W w
W F|F F F F F
F W \|\w w w w w
F|\W|F F F F F
FlF|W F F w w
F|F|F F F F F

—
e
~
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Bestimmen Sie mithilfe einer Wahrheitstafel, ob die Aussage

(mFAVB)A(B— (-CAN—=A)A(AVCO)

wahr sein kann.
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Losung.

(mAV B) A (B = (<C A=A) A (AV O)

MMM SIS
BRI IS B ISt vy
mEmEmEnIQ
M Sy

Die Aussage kann wahr sein. Namlich ist die Aussage genau dann wahr, wenn
A falsch, B falsch und C wahr ist.

1.2. Logik

(a) Was bedeuten die folgenden Aussagen? Sind sie wahr oder falsch?
1) VxeNJyeN:y>=x

) Ve e N: (z > 10)V (z < 10)

3) Ir eR,H(p,q) EZXZ:(q#0=1z=p/q)

)

4) Y(a,b,c) €EZ X Z X Z : (c|ab) = (c|la) V (c|b)

2

Bemerkung: Fir alle a,b € Z gilt a|b genau dann, wenn ein ¢ € Z existiert,
sodass b = ac.

(b) Schreiben Sie die folgenden Aussagen als pradikatenlogischen Ausdruck:
1) 24 ist keine Quadratzahl.

2) Keine natiirliche Zahl ist grosser als alle anderen natiirlichen Zahlen.

Losung.

(a) 1) Bedeutung: Fiir alle x € N existiert ein y € N, sodass y > x.
Die Aussage ist wahr, zumal y = x + 1 die gewiinschte Ungleichung erfiillt
und xr + 1 € N.

2) Bedeutung: Fir jedes x € N gilt entweder die Ungleichung x > 10 oder
x < 10.
Die Aussage ist falsch, da x = 10 keine der beiden Ungleichungen erfiillt.
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3) Bedeutung: FEs gibt eine reelle Zahl, sodass x # p/q fir alle p,q € Z mit
q # 0. Anders gesagt: Fs gilt R # Q.
Die Aussage ist wahr, da 7 beispielsweise irrational ist, also nicht durch
einen Bruch darstellbar.

4) Bedeutung: Fir jedes Tripel (a,b,c) € Z X Z X 7 qilt, dass wenn ¢ das
Produkt von a und b teilt, dann teilt ¢ entweder a oder b.
Die Aussage ist falsch. Man betrachte z.B. a =2, b = 2, ¢ = 4. Dann gilt 4
teilt 4 = 2 - 2, aber offensichtlich teilt 4 nicht 2.

(b) 1) VneN:n?+#24oderVn € Z:n? # 24
2) VnEN,EIm6N:m>noderﬁ(HnGN,VmGN:nzm)

Hinweis: Es gibt auch andere, korrekte Losungen. Im Zweifelsfall wenden Sie
sich an Thren Ubungsassistenten.
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1.3. Negation

Formulieren Sie die Negation der folgenden Aussagen sowohl in Wort und mittels
Quantoren, ohne schlicht — anzufiigen.

(a) VneN:n<n+1

(b) IneNVmeN:(n=m)V (n+m=0)

() YneN,YmeN, k€ Z: (n£m) = ((k#0)A(n+k=m))
Lésung.

(a) In € N:n >n+1, d.h. es existiert eine natiirliche Zahl n, welche grosser ist
als n + 1.

(b) Vn e N;Im € N: (n # m) A (n+m # 0), d.h. zu jedem n € N existiert ein
m € N, sodass n # m und gleichzeitig n + m # 0.

(c) ImneN,ImeNVEeZ:(n#m)A ((k’ =0)V(n+k# m)), d.h. es gibt
natiirliche Zahlen n und m, sodass fir alle ganzen Zahlen k gilt n % m und
entweder £ = 0 oder n + k # m.

1.4. Induktion
Beweisen Sie die folgenden Formeln mittels Induktion:

(a) 12+ 224+ ...+ n? = ¢n(n+ 1)(2n + 1) fiir alle natiirlichen Zahlen n.

2
(b) ¥+23+.. . +n?= (%n(n + 1)) fir alle natiirlichen Zahlen n.

2n+1

(c) 1+2)(1+2?)(1+aY) ... (1+22") ==&

11—z

fiir alle n € Ny und alle = # 1.
(d) P k-kl'=(n+1)!—1, fir alle n € N.
Losung.

(a) Verankerung: Im Fall n = 1 ist die Formel trivial:
1
’=1=-1-2-3
6

Induktionsannahme: Die Formel gilt fiir ein gegebenes n € N.

5/10



ETH Ziirich Analysis 1 D-ITET
HS 2023 Musterlosung 1 Prof. Tristan Riviere

Induktionsschritt: Betrachten wir nun die folgende Summe:
2 2 2 1 2
4+...+n°+(n+1) = 6n(n+1)(2n+1)+(n+1)

— (1) (én(Qn 1)+ (n+ 1))

1

= (n+ 1)(n(2n +1) + 6n.+6)

1
= g(n +1)(2n* + Tn + 6)

_ é(n +1)(n+2)(2n + 3)

- é(n +D((n+ 1)+ 1)2n+1)+1),

wobei beim ersten Gleichheitszeichen die Induktionsannahme angewandt wurde.
Somit haben wir die gewiinschte Formel fiir n 4+ 1 gezeigt und die allgemeine
Formel daher per Induktion bewiesen.

(b) Verankerung: Im Fall n = 1 ist die Formel trivial:
1 2
3 _ — — .
P=1=(512)

Induktionsannahme: Die Formel gilt fiir ein gegebenes n € N.

Induktionsschritt: Betrachten wir nun die folgende Summe:

. 1 2 .
By 40+ m+1)P° = (in(n—l—l)) +(n+1)?
1

- Z(n +1)? (n2 +4(n+ 1))

= (4 12 4 4t
1 2 2

:4in+1) (n+2)

= (§(n+ D((n+1)+1))

wobei beim ersten Gleichheitszeichen die Induktionsannahme angewandt wurde.
Somit haben wir die gewtinschte Formel fiir n + 1.

2
)

(c) Verankerung: Im Fall n = 0 ist die Formel schlicht die dritte binomische
Formel: a 1lta) 1-a?
—z)l+x -
1 - =
(1+2) 11—z 11—z
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Induktionsannahme: Die Formel gilt fiir ein gegebenes n € N.

Induktionsschritt: Betrachten wir nun das folgende Produkt:

n n 1_ 2"+1 n
(1+a) (1) (1) = 2 (2
_ A=)t
11—z

1_x2.2n+1

- 1—=x
1_x2n+2

- 1—=z

1— x2(n+1)+1
)

l1—2z

wobei beim ersten Gleichheitszeichen die Induktionsannahme angewandt und
beim dritten Gleichheitszeichen die dritte binomische Formel verwendet wurde.
Somit haben wir die gewtinschte Formel fiir n 4+ 1 gezeigt.

(d) Verankerung: Fiir n = 1 ist die Aussage trivial:
1
kekl=1-1l=1=2-1=2/-1
k=1

Induktionsannahme: Die Formel gelte nun fiir ein gegebenes n € N.

Induktionsschritt: Betrachten wir die Summe, so sehen wir:

n+1 n
Skekl=m+1)-(n+D+> kK
k=1 k=1

=n+1)-(n+1)N+n+1)-1
(1) +1) (1) =1
=(n+2)-n+1)!—-1=m+2)! -1,

was die gesuchte Identitat fiir n + 1 ist.

1.5. Induktionsbeweis
Wo liegt der Fehler im folgenden Induktionsbeweis? Begriinden Sie Thre Antwort!
Behauptung Alle Pferde haben dieselbe Farbe.
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Beweis Sei P(n) die Aussageform, dass in jeder Ansammlung von n Pferden alle
Pferde dieselbe Farbe haben. P(1) ist offensichtlich wahr.

Im Induktionsschritt nehmen wir an, dass P(k) wahr sei, und wollen P(k+1) beweisen:
Nehmen wir eine beliebige Gruppe von k + 1 Pferden. Schicken wir eines weg, so
bleiben k Pferde tiber, die also alle die gleiche Farbe haben. Holen wir das Pferd
zuriick und schicken ein anderes weg, so bleiben wieder k£ Pferde iiber, die dann auch
alle die gleiche Farbe haben. Pferde &ndern ihre Farbe nicht, also muss dies dieselbe
Farbe wie die der ersten Gruppe sein. Somit haben alle k + 1 Pferde die gleiche Farbe.
Damit gilt P(k) fiir alle £ > 1.

Q.E.D.

Losung. Der Schritt von £ =1 zu k + 1 = 2 ist falsch!
Wenn man je 1 Pferd wegnimmt, ist das tibriggebliebene Pferd zwar einfarbig, aber
entgegen der Behauptung miissen die Farben nicht gleich sein.
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1.6. Online-MC

Abgabe der Multiple-Choice Aufgaben: Online iiber Moodle, siehe Vorlesungs-
webseite.

Es sind jeweils mehrere Antworten moglich.

(a) Wéhlen Sie die richtige Aussagen.

(i) Seien X und Y Mengen und f: X — Y eine Abbildung. Sei B C Y eine
Teilmenge. Dann gilt f(f~!(B)) = B.

(i) Seien X und Y Mengen und f: X — Y eine Abbildung. Sei A C X eine
Teilmenge. Dann gilt f~!(f(A)) = A.

(iii) Seien A und B mathematische Aussagen. Dann ist (mA — B) A (B — A)
immer wahr.

(iv) Seien A und B mathematische Aussagen. Dann ist (AV (mAA B)) <
(AV B) immer wahr.

(b) Welches ist die Negation dieser Aussage: “Es regnet und ich habe keinen Regen-
schirm”?

(i) Es regnet nicht oder ich habe einen Regenschirm.

(i) Es regnet nicht und ich habe keinen Regenschirm.
(iii) Ich habe einen Regenschirm.

(iv) Es regnet nicht, daher habe ich keinen Regenschirm.

(c) Welches ist die Kontraposition dieser Aussage: “Wenn es regnet und ich keinen
Regenschirm habe, werde ich nass”?

(i) Wenn es nicht regnet, werde ich nicht nass und ich habe keinen Regenschirm.
(i) Wenn ich nass werde, regnet es und ich habe keinen Regenschirm.
(iii) Wenn ich nicht nass werde, regnet es nicht oder ich habe einen Regenschirm.

(iv) Wenn ich einen Regenschirm habe, regnet es nicht und ich werde nicht
nass.

(d) Welche ist die Negation dieser Aussage: “10 ist gerade und ist kleiner oder gleich
1177

(i) 10 ist nicht gerade.

(ii) 10 ist grosser als 11.

9/10



ETH Ziirich Analysis 1 D-ITET
HS 2023 Musterlosung 1 Prof. Tristan Riviere

(iii) 10 ist nicht gerade oder ist grosser als 11.
(iv) 10 ist nicht gerade, deshalb ist es grosser als 11.

Losung.
(a) (iv)
(b) (i)

(
(c) (iii), die Kontraposition einer Implikation p = ¢ ist gegeben durch —¢ = —p
(

(d) (i)

10/10



