D-ITET Analysis 1
Prof. Tristan Riviere Musterlosung 3

ETH Ziirich
HS 2023

3.1. Komplexe Zahlen

Bringen Sie die folgenden komplexen Zahlen in Standardform, d.h. in die Form a + bi

mit a, b reell
(a) (3+2i)(6 — 5i)
(b) 1%,
(c) 42
(d) (}j)" fiir beliebiges n € N
(€) T2+ (1+1)?
0 (=5)

(g) (1+1)% (Hinweis: Polarform verwenden)

Losung.

(a) Es gilt:

(3+2i)(6—5i) = (3-6—2-(=5))+ (3-(=5) +2-6)i

=28—3%

(b) Man bemerke, dass aus |z|> = 27z die Identitit |1 +i|? =

Also gilt:
11—
T+i  (1+i)(1—14)
1—i 1 1.
s :7_72
2 2

(c) Analog zur vorherigen Aufgabe finden wir |2 — i[> =

3440 (3+40)(2+1)

2—i  (2—14)(2+1)
2+11i 2 11
= =—-4+ =1

) 2 5

Zuletzt gedndert: 16. Oktober 2023

(1+14)(1—1q) =2 folgt.

(2 —1)(2+14) =5, daher:
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(d) Abermals ergibt sich durch (14 4)(1 — ) = 2:

L+i (1 +4)
1—i  (T+d)(1—1)
20
=5 =i

Daher wissen wir:

1 falls n = 4k fur k € N,
L+i\™ ., )i fallsn =4k +1 fur k e Ny
(1—@) TP T ol falsn=d4k 12 firkeN,

—3 fallsn =4k +3 fur k € Ny

(e) Es gilt generell fir komplexe Zahlen z = a + bi, a, b reell:
Z+z=(a—0bi)+ (a+bi) = 2a,

das heisst, die Summe ist das Doppelte des Realteils der Zahl. In unserem Fall
gilt:

(1414) = 24,

also ist der Realteil gerade 0 und somit finden wir:
(IT+4)2+(1+i)2>=0

Eine direkte Berechnung fithrt zum gleichen Ergebnis.

(f) Dank der binomischen Formel finden wir:

(14iv3)* = 1°+3-iv/3+3-(iV3)* + (1v3)? = 1+3-iv/3-3-3-i3V3 = —8.
3
Daher gilt (H;‘/g) = %8 =—1

(g) Wir verwenden die Polarform: 144 = r(cos ¢ + ising) = re’ fiir r = /2 und
¢ = 7. Dann gilt:

. \6 , - 3x 3 3
(1+i)° = (Tew) =% = \/§6€ZGZ =8¢ = (cos <27T> + i sin (71’)) = —8&

3.2. Punktmengen in C

Skizzieren Sie die folgenden Punktmengen ohne Computer oder andere technische
Hilfsmittel:
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(a) My:={z€C|1<|z—i| <2}
(b) My:={2€C||z—1|=|z+1]}

Losung. Im folgenden Bild ist die Menge M rot eingefarbt und die Menge M, blau
eingefarbt:

N VR

|
o~
|
w
|
)
/I
—
\<
)
w
"~

L,
\

Dies kann wie folgt hergeleitet werden:
(a) Wir schreiben z = x + iy mit z,y € R. Wir bemerken, dass
zeEM, = 1<|z—i><4.

Wir schreiben z —i = z + i(y — 1) und berechnen |z — i]* = 2% + (y — 1)
Beziiglich x,y kann die Menge M; also wie folgt geschrieben werden:

My={z+iy|z,yeR, 1 <2+ (y—1)7* <4}

Es handelt sich also in der x, y-Ebene um einen Annulus (Kreisring) mit Mittel-
punkt (z,y) = (0, 1), dusseren Radius 2 und inneren Radius 1. Der Mittelpunkt
(x,y) = (0,1) entspricht dabei der komplexen Zahl i.

Diese Schlussfolgerung kann auch intuitiv aus der Ungleichung 1 < |z — 7| < 2
gefolgert werden. Diese Ungleichung ist von allen komplexen Zahlen z erfiillt,
deren Distanz zu 7 zwischen 1 und 2 liegt.
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(b) Wir schreiben wieder z = x + iy mit x,y € R und bemerken, dass
zE€EMy = |z—1=|z+1)%
Wir haben
=1 =l —1+iy* = (z = 1)’ +y°, |2+1P =z +1+iy)* = (z+1)° +y°
Beziiglich z, y ist also die Menge M, gegeben durch

(=149 = (x+1)*+¢
(

= (z-1?% = (z+1)>
= 2 —2x+1=a’+22+1
<— —2x=2
<— z=0.
Somit gilt

My, ={z+iy|z,y e R, z =0}
Es handelt sich bei der Menge M, also genau um die rein imaginaren Zahlen,

oder beziiglich der z,y-Ebene um die y-Achse.

Auch diese Schlussfolgerung kann man intuitiv aus der Gleichung |z —1| = |z +1]
verstehen. Die Gleichung ist von allen komplexen Zahlen z erfiillt, welche die
gleiche Distanz von 1 und —1 entfernt sind. Also die Mittelsenkrechte in der
komplexen Ebene zwischen 1 und —1. Dies ist genau die imaginare Achse.

3.3. Polynome in C

Seien a, b, ¢ € C mit a # 0. Betrachten wir das Polynom
P(z) :=az* +bz+c

fir z € C. Sei v/b? — 4ac eine der Quadratwurzeln von b? — 4ac (zur Erinnerung: falls
b? — 4ac # 0 hat b> — 4ac genau zwei unterschiedliche Quadratwurzeln ¢; und ¢ in C
und es gilt ¢ = —qo).

Seien

g =

a_ =
2a 2a

—b+ Vb? — 4dac —b—Vb? — 4dac

(a) Zeigen Sie, dass P(ay) =0 und P(a_) =0.
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(b) Zeigen Sie, dass P(z) = a(z — ay)(z — a_) fir jedes z € C. Schliessen Sie
daraus, dass oy und «_ die einzigen Nullstellen von P sind. (Bemerken Sie,
dass méglicherweise o, = a_, namlich wenn b? — 4ac = 0.)

(c) Berechnen Sie die Nullstellen der folgenden Polynomen:
a) 22+ 6z + 10
b) 422 + (4i)z — 1
c) (22+1)(z — 3i)?
Losung.

(a) Wir setzen ay in P ein:

2
—b+ Vb2 —4 —b+ Vb -4
P(a+):a< T 5 ac) —i—b( i 5 ac>+c
a a

&bQ—I—bz — dac — bVb? — 4ac n —b% + b\/b? — 4ac L

4a? 2a
2 —b% 4+ Vb — 4
:4—%(62—2ac—b\/b2—4ac)+ T 5 e
a a
1
= 2—(()2 — 2ac — bvV/b? — dac — b* + bvV/b2 — dac + 2ac) = 0.
a

Analog zeigt man P(a_) = 0.
(b) Sei z € C. Wir berechnen

a(z —ay)(z —« )=a<z—_b+ ~b2—4ac> (Z__b—vb2—4ac>

2a 2a
b? — b% + dac

10 = a2’ +baz +c = P(z).
a

= a2’ +2a2— +a
2a
Sei nun 2y € C eine Nullstelle von P, d.h. P(z) = 0. Dann gilt

(z0 — ay)(z0 —a_) = 0.

Es folgt, dass zg — ay = 0 oder zp — a_ = 0 (da C ein Korper ist). Also gilt

zop = ay oder zp = ar_.

(c) a) —3—1i, —3+1i
b) -1

N[

¢) i, —i,3i

5/10



ETH Ziirich Analysis 1 D-ITET
HS 2023 Musterlosung 3 Prof. Tristan Riviere

3.4. Binomischer Lehrsatz

In dieser Ubung werden wir den binomischen Lehrsatz beweisen, d.h.

VneN, VryeR  (r+y)" =) <Z>xky—k
k=0

Der Beweis erfolgt mit vollstandiger Induktion.

(a) Bemerken Sie zunédchst, dass der Lehrsatz im Fall n = 1 wahr ist.

Nehmen wir nun an, dass der Lehrsatz fir n = N € N wahr ist. Wir werden
zeigen, dass der Lehrsatz auch fir n = N + 1 wahr ist.

(b) Anhand der Induktionsannahme zeigen Sie, dass

N /N N /N
(x+y)N+1 — Z (k)$N+1_kyk + Z <k>xN—k:yk+1'

k=0 k=0

(c) Zeigen Sie, dass

> (N N—k, k+1 . N N+1-k, k N N+1
0 AL A O

k=0 k=1

(d) Schliessen Sie, dass

" v+ _ (N LN+ [ (N N pN+1—k, k <N> N+1
o= (g ) (G5 )y

(e) Benutzen Sie die Pascal-Identitét!

(k-}-l) n <k> T <k+1> vneN, Vke{0,1,..,n}

und die obige Teilaufgaben, um den Beweis des binomischen Lehrsatzes abzu-
schliessen.

Losung.

Seien z,y € R.

1Sie finden einen Beweis der Pascal-Itentitit auf der Wikipedia-Seite "Binomialkoeffizient".
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(a) Firn =1 gilt (x +y)" = x + y und

() (e (oo

(b) Es gilt
(z+ )" =z + )N +ylx+y)".

Nach Induktionsannahnme gilt also
N (N N (N
($+y)N+1:$Z< )Nkk+yz< >
o\ k k
_ XN: N gN+Lkyk N N gN—hy k1
k k

(c) Wir schreiben
al N)Nkk—H N_1<N>Nkk1 <N>N
Z "y e Z A TARRS Y 1
k=0 (k im0 \ K N
In der Summe auf der rechten Seite ersetzen wir £ mit h = k + 1:

B r-E0 e

k=0

Damit erhéalt man
YN\ Nk s N+1-k, k N\ Ni1
] (e Ul
wobei h wieder zu £ umbenennt wurde.

(d) Wenn man den Ausruck aus c) in b) einsetzt, erdlt man
N

N\ wveik ke, (VY v
(Lt ()

N
N+1-k, k N+1

N N OIN
(x +y)N+l :<0>$N+1 4 Z <k>xN+1—kyk
k=1

(o) 2 1()+ ()

[ R
8
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(e) Nach der Pascal-Identitat gilt

@[) ' (,{]XJ B (Nl:l>

fir jedes k € {1,..., N}. Deswegen folgt aus d), dass

(z + y>N+1 _ (J(\)[> N i\f: (N;— 1>xN+1kyk X (g)yNH'

k=1

N\ (N+1 1 und NY [(N+1 _q
o/ "\ o )7 "N T \ve1) T
erhalten wir

NAL /N +1 _
(x+y>N+1 — Z < A )xN+1 kyk_
k=0

Da

Wir haben damit die Aussage fiir n = N 4 1 gezeigt, unter der Annahme, dass
die Aussage fiir n = N gilt. Da die Aussage fir n = 1 gilt (Teilaufgabe a) folgt
aus vollstandiger Induktion, dass die Gleichung fiir jedes n € N gilt.

3.5. Supremum und Infimum Es sei ) # A C R eine beschrankte Menge und wir
definieren:

—A::{—a‘aeA}
Zeigen Sie die folgenden Identitéten:

sup(—A) = —inf A, inf(—A)=—supA

Losung. Wir zeigen zuerst die erste Gleichung: sup(—A) = —inf A. Es sei u eine
untere Schranke von A. Dann gilt:

Vae A: u<a.

Folglich gilt auch
YaocA: —u>—a

Dies impliziert nun, dass —u eine obere Schranke von — A ist. Da insbesondere inf A
eine untere Schranke von A ist, folgt somit, dass — inf A eine obere Schranke von —A
ist. Da sup(—A) die kleinste obere Schranke von —A ist, muss gelten

sup(—A) < —inf A
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Sei nun o eine obere Schranke von —A. Mit demselben Argument wie oben zeigt
man, dass —o eine untere Schranke von A ist. Daher ist insbesondere — sup(—A) eine
untere Schranke von A, also

—sup(—A) <inf A

Multiplikation beider Seiten mit —1 dreht die Ungleichung um und ergibt:
sup(—A) > —inf A

Damit kénnen wir nun schliessen:

sup(—A) = —inf A

Die zweite Gleichung, inf(—A) = —sup(A) folgt nun aus der ersten Gleichung unter
Verwendung von —(—A) = A:

sup(A) = sup(—(—A)) = —inf(—A).

Multiplikation mit —1 ergibt die gesuchte Gleichung.

Alternativ kann man analog zum Beweis der ersten Gleichung vorgehen.
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3.6. Online-Aufgaben
Abgabe der Multiple-Choice Aufgaben: Online auf Moodle.

Es sind jeweils mehrere Antworten moglich.

(a) Wie viele verschiedene Nullstellen hat das folgende Polynom?

P:C—C, P(z):z-<22+1)2—22—25
(i) 0
(ii) 1
(iii) 3
(iv) 5

(b) Bestimmen Sie das Maximum der Menge A definiert wie folgt:

A= {711 ‘ n e N}U]2,4[

(i) Existiert nicht.
(i) 1
(i) 4
(iv) +oo
(c) Was fiir eine geometrische Form hat die folgende Menge:
M = {CEC . |c—1|:2}?
(i) Ein Quadrat mit den Eckpunkten (—1,—2),(—1,2),(3,—2) und (3,2)
(ii) Ein Geradenabschnitt vom Punkt (—1,0) zu (3,0)
(iii) Ein Kreis mit Mittelpunkt ¢ und Radius 2
(iv) Ein Kreis mit Mittelpunkt 1 und Radius 2

Losung.
(a) (i)
(b) (i)
(c) (iv)
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