D-ITET Analysis 1 ETH Ziirich
Prof. Tristan Riviere Musterlosung 6 HS 2023

6.1. Alternierende Reihen

Sei (ay)nen, eine monoton fallende, reelle Nullfolge, d.h.
i1 < an, Yn € Ny  und 7}1_)1210 a, = 0.

Fiir jedes N € N sei
N

Sy =Y _(—1)"a,.

n=0

(a) Zeigen Sie zunachst, dass a,, > 0, Vn € Ny.
(b) Zeigen Sie, dass die Folge (59, )neny monoton fallend ist.
(c) Zeigen Sie, dass die Folge (S2,41)neny monoton wachsend ist.

(d) Zeigen Sie, dass Vn € Ny

82n+1 S Sk S SQna Vk 2 2n + L.

(e) Zeigen Sie, dass lim,,_,o, Sz, und lim,, ., So,.1 existieren.
(f) Zeigen Sie, dass

lim Sy, = lim S
n—oo 2n n—oo 2n+1

(g) Schliessen Sie, dass die Reihe >0 ((—1)"a,, konvergiert.
Losung.

(a) Nehmen wir zum Widerspuch an, dass ay < 0 fiir ein N € N. Da (a,)nen
monoton fallend ist, folgt dass a,, < ay, Vn > N. Somit gilt auch

lim a, <ay <0,
n—oo

was den gewtlinschten Widerspruch liefert.
(b) Sei n < m. Dann gilt
m—1
Som — Sop = Z (—@okt1 + G242) (1)

k=n

Da (ay,)nen monoton fallend ist, gilt —agg 1 +agkre < 0,Vk € {n,n+1,...,m—1}.
Also folgt aus (1), dass Sy, < Sap,.
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(c) Sei n < m. Dann gilt

m

Somt1 — Song1 = Z (G% - a2k+1) (2)

k=n+1

Da (ay,)neny monoton fallend ist, gilt agy — aggr1 >0, Vk € {n+1,n+2,...,m}.
Also folgt aus (2), dass Sami1 > Soni1.

(d) Sei n € Ny und sei k > 2n + 1. Falls k ungerade ist, schreiben wir k = 2m + 1
fir ein m € N. Dann folgt aus c¢), dass Sy > Sa,, 1. Ausserdem gilt

m—1
Somt1 = Son + D (=241 + a2142) — a2my1 < San,
l=n

da —ag 1+ aga <0 VIie{n,n+1,...,m—1} und agpy1 > 0.

Falls k& gerade ist, schreiben wir k = 2m fir ein m € N. Dann folgt aus b), dass
Sk < S5,. Ausserdem gilt

m—1

Som = Sopg1 + Y (a2 — azi41) + G2 > Sonsr,
l=n+1

daagy —ag1 >0Vie{n+1,n+2,...m—1} und ay,, > 0.

(e) Die Folge (S2,)nen ist nach b) monoton fallend, und nach d) gilt Sy, > S
Vn € N. Dank dem Satz iiber monotone Konvergenz besitzt die Folge (Ss,)nen
also ein Limes.

Analog, die Folge (S9,11)nen ist nach ¢) monoton wachsend, und nach d) gilt
Sont1 < Sp Vn € N. Deswegen besitzt die Folge (S2,11)nen ein Limes.

(f) Vn € N gilt
52n+1 = Sop — A2n41- (3>

Da lim, 4 G2,41 = 0, erhédlt man, wenn man den Limes fiir n — oo in (3)
nimmt lim,, o, Sop11 = lim,, o0 Sop-

(g) Da lim, . So,41 und lim,, o, S, existieren und gleich sind, folgt aus d), dass

. < o <Y
hl;;ri Sup Sk < lim S, = lim S, qq < lim inf Sy,

darum lim sup,,_, ., Sk = liminfy_, . Sk und limy_,, Si existiert. Also konvergiert

die Reihe 300 ((—1)"ay,.
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6.2. Konvergenz von Reihen

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz oder Divergenz:
(a) 205, e
(b) Zn 1 n2n:;1+17

(c) X0 \/W
Hinweis: Benutzen Sie fir (c) die Aufgabe 6.1
Losung.

(a) Wir verwenden das Quotlentenkrlterlum, siehe Satz 3.7.2 im Skript. Wir be-

trachten >0, a, mit a, = 3. Also gilt
(n+1)* 4
a . _ n+1 1 1
li Lasy R 3 | = lim ( ) —=-<1
n—oo | q, n— 00 % n—00 n4 3 3

Somit liefert das Quotientenkriterium die Konvergenz der Reihe.
(b) Es gilt
n+4>n, VneN.

Desweiteren gilt
n*—3n+1<n? VneN,

und n?2 — 3n +1 > 0 fiir n > 3, also

1

—— > — VYneN mit n>3.
n?—3n+1" n?’ -

Also wenn n > 3, haben wir

n+4 n 1

—_— > — =,
n?2—-3n+1" n?2 n

Da die harmonische Reihe, > 77, divergent ist, siche Vorlesung oder Beispiel

3.5.1 1) im Skript, divergiert somit auch die Reihe >2° | —"+4

n=1 n2—3n+4+1"
(c) Wir bemerken, dass:

1
vn+1

monoton fallend ist und gegen 0 konvergiert. Daher gilt geméss Aufgabe 6.1,
dass die Reihe konvergiert.
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6.3. Eulersche Zahl I
(a) Sei (an)nen die Folge gegeben durch

1 n
Qp = <1—|—> Vn € N.
n

Zeigen Sie, dass (a,)neny monoton wachsend ist, und dass Vn € N : a,, > 2.

Hinweis: Sie dirfen die Bernoullische Ungleichung benutzen: (1+x)" > 14 nz
Vere R,z > —1und Vn € N.

(b) Sei (b,)nen die Folge gegeben durch
1 n+1
b, = (1—}-) Vn € N.
n

Zeigen Sie, dass (b, )nen monoton fallend ist, und dass Vn € N b, < 4.

Hinweis: Benutzen Sie wieder die Bernoullische Ungleichung, wie auch die
Ungleichung ——= > 75 = % Vn € N.

(c) Bemerken Sie, dass a,, < b,, ¥n € N und schliessen Sie aus den obigen Teilauf-
gaben, dass a := lim,, ., a, und b := lim,, ., b,, existieren, und dass a < b.

(d) Zeigen Sie, dass a = b.
Hinweis: Benutzen Sie die Abschitzung: 0 <b—a <b, —a,, Vn € N,
Der Limes e := a = b heisst Eulersche Zahl.

Losung. Siehe Beispiel 3.3.2 ii) im Vorlesungsskript.

6.4. Exponentialfunktion I

Fir jedes z € C sei

oozk

Ezxp(z) =) —.
= k!

Aus Beispiel 3.7.2 i) folgt, dass die Reihe absolut konvergiert.
Seien x,y € C.
(a) Zeigen Sie, dass
0o [0 ghynk
Bena) Eaplo) =3 (3 50 ).

Hinweis: Sie diirfen Satz 3.8.2 benutzen.
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(b) Benutzen Sie Teilaufgabe a) und den binomischen Lehrsatz um zu schliessen,
dass
Exp(z) - Exp(y) = Exp(z + y).

Losung.

(a) Aus Satz 3.8.2 folgt, dass
00 oo 00 o .kl
Z y' a*y! Y
Exp(r) - Exp(y) = Z e Z ﬂ Z 1! - Z <ZZ [N ) :
! ! —; k!

Fiir jedes I,k € Ny sei ng(l) = [ + k. Dann ist n;, eine Bijektion zwischen Ny
und {k,k + 1,...} und fiir jedes k € Ny gilt

() 00 k, (nk(1)—k) 00 n—k
79 _ W— z*y"
lz: kMY ZZ: El(ng(l nzzk kl(n— k)

Daher gilt -
Bap(s) - Brply) = 3 (Z Wy_k),) |

k=0 \n=k

(b) Aus dem binomischen Lehrsatz folgt, dass

[e'¢) x—i—y o0 " 1 /n - o n xkyn—k:

n=0 n=0 \k=0 n=0 k=0
da Vn, k € Ny
n lzkyn—k _ lxkyn—k _ et
k) n! El(n — k)!'n! El(n — k)!
Definieren wir nun
1 fallsk<n
1<(k,n)= -
<(k;n) {O sonst,
dann gilt
0o n a:ky”_k 0o 00 Slikyn_k 0o 0 xkyn k
= 1<(k,n) = 1<(k,n)
;ék'n—k)' n;k; = El(n — k)! ,;M;) = kl(n —k)!
B i i xkynfk
i=on=r Kl(n = k)!

Deswegen folgt aus (a), dass

Exp(x) - Exp(y) = Exp(x + y).
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6.5. Quotientenkriterium

Bestimmen Sie mithilfe des Quotientenkriteriums ob die folgenden Reihen konvergieren
oder nicht:

(a)

(b)

(c)

Losung.

(a) Fiir jedes n € N berechnen wir:

((n+1)1)? ) ,
eyt _ (n+1))*(2n)! (n+1) _ o+l
o (220 +2)!  2n+1)2n+2) 2(2n+1)

wobei wir die Definition der Fakultiat zum Kiirzen verwendet haben. Somit gilt:

((n+1)D)?

lim | @D n+1 | 1
(2n)!

Daher folgt geméss Quotientenkriterium, dass die Reihe konvergiert.
(b) Fiir jedes n € N berechnen wir:

(_1>n+121—2(n+1) n2 +1
m+ 1241 (—1)m2i-2n

B 21—2(n+1) n2 +1 o n2 +1
(D212 T 24 on 42

Da
n?+1
im —— =
n—=oon? +2n + 2
schliessen wir, dass

(_1>n+121—2(n+1) n2 +1 B 1

(n+1)2+1  (=1)n2i=2n| 4

Daher folgt mit dem Quotientenkriterium, dass die Reihe konvergiert.

lim

n—00
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(c) Fiir jedes n € N berechnen wir:

2130+ 1) (- 2) n23" 28 n*(n+2)
(n + 1)23n+1 21+3n(n + 1)

3(n+1)2n+1)

n?(n+2) . n3 + 2n?

I - -
nooo (n+ 1)2(n+ 1)  noend 1302+ 3n + 1

Y

schliessen wir, dass

21+3(n+1) (n + 2) n23n 8

I : =
noeo| (4 1)230F 21En(n + 1) 3

Daher folgt mit dem Quotientenkriterium, dass die Reihe nicht konvergiert.
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6.6. Online-MC
Abgabe der Multiple-Choice Aufgaben: Online auf Moodle.

Es sind jeweils mehrere Antworten moglich.
(a) Sei a, definiert durch

4y = { sk n =3k +2 fir k >0,
%Uk n=3k+ 3 fir k > 0.

Welche der Aussagen gilt?

(i) lim, o a, existiert.

(ii) liminf, . a, existiert.

(iii) limsup,_, . a, =14 /1/12

(b) Sei (ax)ren eine reelle Folge. Dann ist die Folge (b, )nen, Wobei b, = supys,, an,
monoton fallend und die Folge (¢y,)nen, wobei ¢, = infy>, a,, monoton wachsend.

(i) Wahr
(ii) Falsch
(c) Die Harmonische Reihe 1+ 3 + 3 4+ 1+ ... ist
(i) Konvergent
(ii) Divergent
Losung.
(a) (i)
(b) (i)
(c) (ii)



