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13.1. Integrale berechnen per Definition

(a) Fur jedes n € N definieren wir die folgende Treppenfunktion:

fn(ac):]12 Vxe<k_1,k], Vk e {1,..,n}.

n? n 'n
Erklaren Sie, warum
1 1
I / (2)da = / 2
Jim ; fulz)dz ; x

(b) Zeigen Sie, dass ¥n € N gilt

n

/01 folz)dr = 733 > K

k=1

(c) Zeigen Sie mittels vollstandiger Induktion, dass Vn € N
> K =-nn+1)(2n+1)
k=1 6

und schliessen Sie daraus, dass Vn € N

/1 fulz)dz = gnn+1)(@2n+1)

n3

(d) Schliessen Sie aus den obigen Teilaufgaben, dass

1
[at
0 3

(e) Berechnen Sie mittels Riemannscher Summen das Integral

1
/ 22dx
0

Hinwets: Zeigen Sie mittels vollstindiger Induktion, dass

n 1
vneN: Y k= -n*(n+1)%
k=1 4
Losung.
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(a) Da z? stetig ist, folgt die Konvergenz aus Satz 6.2.3. Dafiir miissen wir nur
zeigen, dass die Feinheit der Zerlegungen gegen 0 konvergiert. Tatsachlich gilt
fir jedes n € N, und fiir jedes k € {1,...,n}

Kk_l_k”:k_(k_l):

1
n n n mn—oo

(b) Fiir jedes n € N gilt

[ro-§ L5 Eak- g

;171/2
n

(c) Fir n =1 ist die Aussage klar. Angenommen, die Aussage stimmt fir n = N,
dann finden wir

N+1

S kP = Zk? (N + 1) éN(N+1)(2N+1)+(N+1)2

—é(N+ 1)(2N? +7N +6) = é(N +1)(N +2)(2N +3).

Wir schliessen mittels Induktion, dass die Aussage fiir jedes n € N stimmt.
Insbesonders Vn € N:

[ )z = gn(n+1)(2n +1)

n3

(d) Da
n(n+1)(2n+1)

. 1
lim = —
n—oo TLS 3

schliessen wir aus (a) und (c), dass

(e) Wir wéhlen die Treppenfunktionen f,(x), sodass fir alle n € N und alle k €

{1,...n} gilt:
fulz) = . (E)g, Vo € <k — 1,k] ,

n3 n n 'n

Dann gilt wie oben:
k3 1
i

[ o T i T a
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Mittels vollstandiger Induktion zeigt man

i i ]{33 o in2(n + 1)2
n4 = o n4 :
Da
I mn+1)2 1
0o A R

folgern wir:

13.2. Uneigentliche Integrale

Sei f Riemann-integrabel. Sei a € R. Falls der Grenzwert

r

lim [ f(x)dx

r—00 a

existiert, schreibt man

/OO f(x)dx := lim rf(:v)d:v,

r—00 a
und dieser Grenzwert wird uneigentliches Integral genannt.

Berechnen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale, oder erklaren Sie, warum der
entsprechende Grenzwert nicht existiert.

@ [
(b) /Ooo ze " dx.

S X
© | g

Losung.

(a) Fir jedes r € (1,00) gilt

Deswegen finden wir fiir den Grenzwert

o 1 . 171 1
[t =jm 5 (1) =3



ETH Ziirich Analysis 1 D-ITET
HS 2023 Musterlosung 13 Prof. Tristan Riviere

(b) Fiir jedes r € (0, 00) erhalten wir mit der Substitution y = 2

r2

r 1 1 1
/ ze " dx = f/ e Vdy =——eY| =—Z(e —1).
0 2 Jo 2 0 2
Deswegen finden wir fiir den Grenzwert
00 1 1
/ ze " dr = lim —=(e" —1) ==,
0 r—oo 9 2

(c) Fiir jedes r € (0,00) erhalten wir mit der Substitution y = z?

T 1 9

.1
lim 5 log(r® +1) =

konvergiert das uneigentliche Integral nicht.

13.3. Ableiten von Parameterintegralen

Berechnen Sie die Ableitung der folgenden Funktion:

sin(t) 9
F:R R, F(t)::/ e~ dr
0

Hinweis: Benutzen Sie den Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung sowie
die Kettenregel.

Losung.

Wir schreiben: .
G:R—=R, G(t):= / e da
0

Geméss dem Hauptsatz ist G differenzierbar mit Ableitung:
G't)=e", VieR.

Wir bemerken nun, dass

F(t) = /0 " 2 e = Gsin(t)).
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Somit gilt gemass der Kettenregel:

F'(t) = cos(t)G (sin(t)) = cos(t)e "’ vt € R,

13.4. Konvergenz von Reihen via Integrale

Ziel dieser Aufgabe ist es, das Konvergenzverhalten gewisser Reihen durch Integrale
zu bestimmen. Fiir diese Aufgabe sei:

fi[l00) = R,
eine monoton fallende stetige Funktion, sodass fiir alle z € [1, 00) gilt:
flw) =0

(a) Wir definieren zwei Treppenfunktionen fi, fo : [1,00) — R wie folgt: Fur jedes
n € N, setzen wir auf dem Intervall [n,n + 1)

filx) = f(n+1), fo(z)=f(n), Veenn+l)
Zeigen Sie, dass fur beliebiges R € [1,00) gilt:

R R R
/ fl(x)datg/ f(:v)dxg/ fo(x) dx
1 1 1
(b) Sei nun N € N. Bestimmen Sie die folgenden Integrale explizit:
N N
/1 fi(z) dx, /1 fo(z) dx
(c) Wir betrachten nun das uneigentliche Integral

/loo f(z)dzx = lim Rf(x) dx.

R—oo J1

Zeigen Sie, dass dieses uneigentliche Integral genau dann konvergiert (das heisst
der Grenzwert oben existiert), wenn die folgende Reihe konvergiert:

if(n»

(d) Bestimmen Sie alle Exponenten s € R, sodass die folgende Reihe konvergiert:

> 1

2.

= (n+1)log(n + 1)
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Losung.

(a) Sei z € [1,00) beliebig. Dann existiert ein n € N, sodass z € [n,n+ 1). Nun gilt

file) = f(n+1) < f(z) < f(n) = fa(),

dan+12>2x>nund f eine monoton fallende Funktion ist. Wir haben also
gezeigt, dass

fl(x) < f(!l?) < f2(x)> Vo € [1700)'

Dank der Monotonie des Integrals, angewandt auf das Intervall [1, R], gilt somit
auch

R R R
/ fi(z)dx < / flz)dx < / fo(z) dx.
1 1 1
(b) Auf dem Intervall [1, N) kann man die beiden Treppenfunktionen schreiben als
N—1 N-1
fi= Z f(" + 1)X[n,n+1)7 fo= Z f(n)X[n,n+1)7
n=1 n=1

wobei X[nnt1) die charakteristische Funktion des Intervalls [n,n 4 1). Somit gilt
gemass Definition 6.2.1 im Skript:

/1Nfl<g;)d:c: i:llf(nJrl)’[n,n—l—l)‘ = _llf(n+1) = ZQf(n),
und B Nt
/1 fo(z) dx = > f(n)‘[n,n—l—l)‘ = > f(n)

(c) Aus den vorherigen Teilaufgaben schliessen wir, dass fiur jedes N € N gilt

E_;f(n) S/le(x)d:cs Zlf(n).

Da f(x) > 0 fur alle € [1,00), sind sowohl das Integral oben, wie auch die
Summen, monoton wachsend in N. Um die Konvergenz zu zeigen, miissen wir
also nur die Beschrianktheit dieser Folgen zeigen (da jede beschriankte monoton
wachsende Folge konvergiert). Nehmen wir nun an, dass die Reihe >0° | f(n)
konvergent ist, also Y77, f(n) < oo. Dann gilt dank der Abschitzung oben

[ WORES
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also bleibt das Integral beschriankt wenn N — oo und das uneigentliche Integral
konvergiert somit. Umgekehrt, falls das uneigentliche Integral existiert, also
J7° f(z) dr < oo, dann finden wir dank der Abschétzen oben

> fm) < fO)+ [ f@)dr <,

also bleibt die Summe beschriankt wenn N — oo und die Reihe konvergiert
somit.

Dieses Ergebnis kann sehr niitzlich sein, um die Konvergenz von Reihen zu
zeigen. Wir bemerken, dass diese Aufgabe im Ubrigen die folgende Abschitzung
fiir die Reihe liefert:

|t < if(n) <fW+ [ f@).

(d) Wir kénnen die Reihe schreiben als Y0, f(n), wobei f : [1, 00) — R die folgende

Funktion ist 1

x) = .
/(@) (x4 1) log(x + 1)*
Gemiéss der vorherigen Teilaufgabe konvergiert die Reihe genau dann wenn das

uneigentliche Integral dieser Funktion konvergiert. Wir berechnen das Integral
mittels einer Substitution y = log(z + 1):

log(R+1)

/R 1 /log(R+1) 1 1 1

1 (z+Dlog(x +1)*  Jiogy y*  s— 1yt
1 < 1 1 )

s —1\log(2)*>=! log(R+ 1)1

log(2)

Somit konvergiert das uneigentliche Integral genau dann wenn

lim ————
e log(R + 1)1

existiert, was genau dann der Fall ist wenn s > 1. Man bemerke, dass der
Grenzfall s = 1 in den Berechnungen oben nicht abgedeckt ist. Fir s = 1 gilt
ahnlich wie oben

/IR CES) l(l)g(x .y = log(log(R + 1)) — log(log(2)),

und log(log(R + 1)) divergiert gegen unendlich wenn R — co.
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13.5. Online-MC
Abgabe der Multiple-Choice Aufgaben: Online via Moodle.

Es sind jeweils mehrere Antworten moglich.

(a) Sei f € C°(R,R) mit f(x) = f(—=x) fiir alle z € R. Welche der folgenden

Aussagen ist wahr?

(i)
Va € R 9 f(z)dz = /Oa f(z)dx
(i) a
Va e R /0 f(z)dx =0
(iii)

Va e R af(:v)dx:O

(iv) Alle Aussagen sind falsch.

(b) Sei f € C°(R,R) mit f(z) = —f(—=z) fir alle x € R. Welche der folgenden
Aussagen ist wahr?

(i)
Va € R » f(z)dx = /Oa f(z)dx
(i) a
Va € R /0 flz)dz =0
(iii)

Va e R af(x)dsz

(iv) Alle Aussagen sind falsch.
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(c) Sei f :]0,1] — R eine Funktion. Weiter sei g, : [0,1] — R eine Folge von
Treppenfunktionen mit g,(z) < f(z), Vo € [0,1] und h,, : [0,1] — R eine Folge
von Treppenfunktionen mit h,(x) > f(z), Vo € [0, 1]. Falls gilt

1 1
lim [ g.(x)de = lim [ h,(z)dz,
0

n—00 n—00 Jo
dann ist f Riemann-integrabel.
(i) Wahr
(ii) Flasch

Losung.

(a) (i)
(b) (i)
(c) (i)



