D-ITET Analysis 1 ETH Zirich
Prof. Tristan Riviere Musterlosung Ubungsfestival HS 2023

0.1. Kreise und Geraden in der komplexen Ebene

Wir erinnern uns, dass ein Kreis in der Ebene R? gegeben ist durch eine Gleichung
der Form:

(& —my)* + (y —my)* =17,
wobei alle (z,y), welche diese Identitat erfilllen, auf dem Kreis mit Mittelpunkt
(mg, my) und Radius r liegen. Eine Gerade ist hingegen gegeben durch:

a-z+b-y+c=0,

wobei alle (z,y), welche die Identitét erfiillen, auf einer Gerade liegen mit Steigungs-
vektor (—b, a) und ¢ die Entfernung zum Ursprung parametrisiert. Ziel dieser Aufgabe
ist es, eine einheitliche Beschreibung von Geraden und Kreisen in der komplexen
Ebene zu erhalten.

(a) Nutzen Sie die Zerlegung von komplexen Zahlen in Real- und Imaginérteil, um
zu beweisen, dass die folgenden Gleichungen Kreise bzw. Geraden in der Ebene
darstellen:

i) [z2*—=1=0

(ii.) 2|2 =iz +iz=0
(iii.) [z)* —iz+1z—2=0
(iv.) —iz4+iZ+1=0
Skizzieren Sie die Mengen.

(b) Beweisen Sie durch Umformen der Identitédt und unter der Verwendung des
Real- und Imaginarteils von z, dass die folgende Identitat:

alz|* +bz +bZ +c =0,

einen Kreis (fiir a # 0) bzw. eine Gerade (fir a = 0) parametrisiert. Dabei ist b
eine beliebige komplexe Zahl und a, ¢ reelle Zahlen mit |b|? — ac > 0. Gilt auch
die Umkehrung, d.h. lassen sich alle Kreise und Geraden in der Ebene durch
eine solche Identitat beschreiben?

(c) Verwenden Sie die Darstellung aus der vorherigen Teilaufgabe, um zu zeigen,
dass die Inversionsabbildung, welche z seine Inverse z~! zuordnet, Kreise und
Geraden mit dem Koeffizienten ¢ # 0 auf Kreise und Geraden abbildet. Denken
Sie dariiber nach, was im Falle eines Kreises bzw. einer Geraden mit ¢ = 0
passiert.

Losung.
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(a) (i.) Es gilt:
[2[* = 2® + ¢,

wenn z = x + iy. Also ist die Menge |z|> — 1 = 0 gerade:
%+ y2 =1
Die gesuchte Menge ist also der Kreis mit Radius 1 um den Ursprung.
(ii.) Wahlen wir z = z + iy, so wird die Gleichung zu:
2?4 y? +2y = 0.
Durch quadratische Erganzung lédsst sich dies umformen zu
4+ (y+1)°—-1=0,

oder umgeordnet:
24+ (y+1)7? =1

Also ist die Menge gerade der Kreis mit Radius 1 und Mittelpunkt (0, —1).

(iii.) Wir zuvor reduziert sich die Gleichung zu:
22+ (y+1)*-3=0,

also:
2+ (y+1)7>=3

Dies beschreibt gerade den Kreis mit Mittelpunkt (0, —1) und Radius v/3.

(iv.) Direktes Einsetzen von z = x + iy liefert:
—iz+1z4+1=2y+1=0

Dies beschreibt genau die Gerade y = —1/2 parallel zur z-Achse.

(b) Setzen wir z =  + iy ein, so konnen wir die Identitdt umformen zu:
alz|* + bz + bz + c = a(z® + v*) + 2(b1w + byy) + ¢ = 0,

wobei wir b = by + byt verwendet haben mit by, by reell.

Wir nehmen zuerst an, dass a # 0. Dann lésst sich die Gleichung oben schreiben

als:
a(x+a>2—lf+a(y+zz)2—lf+c=0,
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(c)

oder auch:

(o By By

Die Bedeutung von |b|*> > ac wird hierbei klar, denn:

\/]0)2 — ac

> 0,
|al

ist genau der Radius des Kreises um (—b;/a, —by/a) welchen die vorgegebene
Gleichung beschreibt. Somit haben wir gesehen, dass fiir a # 0 die Gleichung
ein Kreis beschreibt. Umgekehrt ist klar aufgrund der expliziten Formeln fiir
Mittelpunkt und Radius, dass jeder Kreis sich in dieser Form schreiben lasst.

Wir behandeln nun den Fall ¢ = 0. Dann muss wegen |b|? —ac > 0 gelten |b] # 0,
also b # 0. Man sieht sofort, dass:

bz +bzZ+c=2(b1x+by)+c=2b-x+2by-y+c=0,

unter Verwendung derselben Methoden wie oben. Dank der Einfiihrung in die
Aufgabe wissen wir, dass eine solche Menge eine Gerade ist und jede Gerade
diese Form besitzt. Somit haben wir die Aufgabe gelost.

Wir wissen, dass:
_ z
= o]
2|

Teilen wir also die Gleichung fiir eine Gerade oder einen Kreis mit ¢ # 0 (dann
ist z = 0 keine Losung der Gleichung) durch |z|?, so sehen wir:

_ z 1 _
a4+ 4b—te— =a+br+bz "z P =0,
EZRN A 1

zumindest fiir z # 0. Falls also z die Gleichung

alz]> +bz+bz+c=0 (1)
erfiillt, dann erfiillt 2~! die Gleichung

clz P +bz bzl +a=0. (2)

Dies zeigt, dass alle Punkte z auf dem Kreis oder der Gerade gegeben durch
die Gleichung (1) von der Abbildung z — 2! auf den Kreis gegeben durch die
Gleichung (2) abgebildet werden (das Bild ist ein Kreis, da ¢ # 0 per Annahme).
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Falls ¢ = 0, so liegt z = 0 in der Menge der Losungen. Wenn wir z # 0
betrachten, so sehen wir analog zu oben:

a+bzl+bz1=0

Daher liegen alle z # 0 weiterhin auf einer Geraden. Fiir diejenigen, die die
Riemann-Sphére kennen, kann das Verhalten in oo ergdnzt werden um zu sehen,
dass sich die Aussage in 0 und oo fortsetzen lassen.

0.2. Konvergenzverhalten von Potenzreihen

(a) Betrachten Sie die Potenzreihe:
> "
n=1

Bestimmen Sie den Konvergenzradius R und bestimmen Sie fir welche x € R
mit |x| = R die Potenzreihe konvergiert.

(b) Betrachten Sie die Potenzreihe:
n=1 n
Bestimmen Sie den Konvergenzradius R und bestimmen Sie fir welche x € R
mit |z| = R die Potenzreihe konvergiert.

(c) Betrachten Sie die Potenzreihe:

o0 l.n

Bestimmen Sie den Konvergenzradius R und bestimmen Sie fir welche x € R
mit |z| = R die Potenzreihe konvergiert.

Losung. Wir verwenden hier die Formel fiir den Konvergenzradius einer Potenzreihe
>0, apx™, welche aus dem Wurzelkriterium folgt, namlich,

n=1
B 1
hm Supn%oo \n/ |(ln| ‘

Der Konvergenzradius kann alternativ auch mit dem Quotientenkriterium berechnet
werden.

R

(a) Zunéachst bemerken wir, dass
VneN: V1=1,

deswegen ist der Konvergenzradius der Reihe gleich 1.
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Das heisst, die Potenzreihe konvergiert fiir alle z € (—1, 1) und divergiert fiir alle
|x| > 1. Die Randwerte x = 1 und x = —1 miissen separat behandelt werden.
Fir z = 1 bekommen wir die Reihe > 77 ; 1. Da die konstante Folge 1 keine
Nullfolge ist, kann die Reihe nicht konvergent sein. Fiir = —1 bekommen wir
die Reihe >0, (—1)™. Die Folge (—1)" ist wieder keine Nullfolge, und die Reihe
konvergiert deshalb nicht.

(b) Wir bemerken, dass
VneN: [/ =enls(s)

Da die Exponentialfunktion stetig ist, gilt fiir den Limes also

lim (L/T — lim e 98(7) — glimn—soo 3log(5) — 0 — 1,
n—oo |\ n n—00
und daher ist der Konvergenzradius der Reihe % = 1. Wobei wir verwendet
haben, dass
.1 1 :

Jim - log (n) = aljli%xlog(x) = 0.
Die beiden Randwerte weisen unterschiedliches Konvergenzverhalten auf. Fiir
z =1 bekommen wir die harmonische Reihe 322, L. Diese ist nicht konvervent,
siehe Beispiel 3.5.1 i) im Skript. Fiir z = —1 bekommen wir die alternierende
harmonische Reihe > 77 ; (_Tm Diese Reihe ist konvergent, siehe Beispiel 3.5.1
ii) im Skript.

(c) Wie oben berechnen wir Vn € N

1 2 1
n/ - en log(;>
n2
Deswegen gilt
lim i _ limp 00 log(l> — 60 =1
n—oo \l n2 ’

und somit ist der Konvergenzradius der Reihe gleich 1.

Man beachte, dass fiur |z| = 1 gilt:

n

1

o
77/2

X

n?
und da die Reihe 777 # konvergiert, siche Beispiel 3.7.4 ii) im Skript, folgt,

dass die Potenzreihe iiberall auf dem Rand absolut konvergiert.

0.3. Grenzwerte Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte
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(a) (d)
3 —1

lim 1 1
z—0 27 — 1 lim n? (arctan () — )

n—0o0 n

(b) e
lim log(x +1) — =z (€)

=0 cos(x) — 1 n—o0 log(n 4+ 1) — log(n)
f
© (0 .
: : 1 li _
il_)I%(l + 2sin(x)) =@ o0 kz::l n2 + k2

Hinweis: Betrachten Sie in der letzten Teilaufgabe die Summe als Riemann-Summe.
Losung.

(a) Wir bemerken, dass lim, (3" — 1) = lim,_,¢(2* — 1) = 0, also verwenden wir
den Satz von Bernoulli-de L’Hopital. Fiir die Ableitungen gilt

(az>/ _ (exlog(a))/ _ log<a>€xlog(a) _ log(a)a:r7
wobei a > 0 beliebig. Also gilt geméss Bernoulli-de L’Hopital:

T _ z 1YV z
lim 3 —1 o (37 —-1) I log(3)3”  log(3)

Ph02t 1 400 (20 — 1) as0log(2)2e  log(2)

(b) Dieser Limes ldsst sich mit einer doppelten Anwendung des Satzes von Bernoulli-
de L’Hopital berechnen. Seien

f(z) =log(x+1)—x und g(x)=cos(z)—1

Dann gilt

und
g'(z) = —sin(z), ¢"(z)=—cos().

Wir finden f(0) = ¢(0) =0, f'(0) = 4¢'(0) =0, f'(0) = —1, ¢"(0) = —1. Aus

dem Satz von Bernoulli-de L’Hépital (angewendet auf f’) ¢') folgt, dass

@) @) o)1

li — =1.
eo0 gl(z) w0 g"(z)  g"(0) —1

6/20



D-ITET Analysis 1 ETH Zirich

Prof.

Tristan Riviere Musterlésung Ubungsfestival HS 2023

(c)

(d)

Wendet man nun den Satz von Bernoulli-de L’Hépital auf f, g an, so erhalt

man ,
i ) gy I

eo0 g(x) w0 g(z)

Es gilt
log(142sin(x))

(1 —'I_ 2 Sln(l‘)) ta“l<1') = e tan(x)

Da die Exponentialfunktion stetig ist, gilt fiir jede Funktion f, falls der Limes

lim, o f(x) existiert,
lim ef @) = glime—o f(2),
z—0

Wir betrachten deshalb den Limes

lim log(1 + 2sin(z))
20 tan(x)

Da lim,_,log(1 + 2sin(z)) = lim, o tan(z) = 0, kann eine Anwendung des
Satzes von Bernoulli-de L’Hopital hilfreich sein. Wir berechnen

2 cos(x)

(log(1 + 2sin(z))) = T3 2sin(2) tan(z)’ = 1 + tan(z)>.
Also finden wir
lim log(1 + 2sin(z)) _ lim ' 2 cos(x) _5
20 tan(x) @—0 (1 + 2sin(z))(1 + tan(x))?

Damit gilt fiir den urspriinglichen Limes:

1
i i (@ — e2
alg%(l + 2sin(x))? e’

Wir verwenden eine Taylor-Entwicklung, um diesen Grenzwert zu berechnen.
Es gilt

1 2x 2 82

arctan’ () = o arctan”(r) = —————, arctan”'(z) = T x2)2+(1 IR

(1+22)?’
Ausgewertet an der Stelle x = 0 finden wir
arctan(0) = 0, arctan’(0) =1, arctan”(0) =0, arctan”(0) = —2.

Dank der Taylor-Formel (angewendet auf die Stelle x = 0) gilt also

2 . 1 .
arctan(z) = x — gl"g +a°r(z) =2 — §£L‘3 + 2% r(z),
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wobei r(x) ein Restterm ist, welcher lim,_,or(x) = 0 erfiillt.

Setzen wir diese Taylor-Entwicklung ein, erhalten fiir den urspriinglichen Grenz-
wert

. 3 1 1 i 3 11 1 1 , 1 1
lim n (arctan () — ) = lim n (— + —=r ()) = lim (— +r ()) ,
n—o0 n n n—oo 3n3 n3 n n—o0 3 n

dank dem Additionstheorem fiir den Logarithmus. Somit finden wir

o (stan (1) = 7) =
lim n” (arctan ( — | — — ) = — =,
n—o0 n n 3

wobei wir lim,, r(%) = lim,_,o r(z) = 0 verwendet haben.

(e) Fiir n € N gilt es

9

log(n + 2) —log(n) log (1 + %
log(n +1) —log(n)  log (1 +3

N— [ N—

deswegen

log(n +2) —log(n) . log (1 + %) . log(1+ 22)

w Tog(n+ 1) —log(n) " log (15 2) = log(1+ 1)

Y

falls der Limes auf der rechten Seite existiert. Aus dem Satz von Bernoulli-de
L’Hopital folgt, dass der Limes tatséchlich existiert und

2

HHM — i 1+12x — 9.
7—0 ]og(l + x) 2—0 S
(f) Wir beobachten, dass
)PP o DU
otk e 14 (%)2
Auf der rechten Seite erkennen wir eine Riemann-Summe der Funktion ; Jrlmg auf
[0,1]. Also mit f(z) = 75z, kann die Summe oben als

?

0] et

geschrieben werden, wobei das Intervall [0, 1] in n disjunkte Teilintervalle der
Lange % zerlegt wrude. Da die Funktion f stetig ist und die Feinheit 1/n gegen
0 konvergiert, finden wir dank Satz 6.2.3 im Skript:

lim Y —— / Ly tan(l) = ©
im  —— = ——dx =arctan(l) = —
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0.4. Konvergente Teilfolgen

Welche der folgenden Folgen besitzt eine konvergente Teilfolge?

(a) (sin(n))nen (¢) (n+sin(n))nen
(b) (nsin(2))en (d) ( sin(n) 4+ nsin (gn))

neN

Losung.

(a) Die Folge ist beschrénkt, deswegen besitzt die Folge dank dem Satz von Bolzano-
Weierstrass eine konvergente Teilfolge.

(b) Es gilt
1 .
lim nsin () = lim sin(z) =1,
n—00 n z—=0 x

also konvergiert die ganze Folge gegen 1, und somit auch jede Teilfolge.

(c) Wir bemerken, dass
VneN: |n+sin(n)|>n—1.

Da

lim n — 1= o0,
n—oo

divergiert die Folge gegen unendliche und kann keine konvergente Teilfolge
besitzen. (Diese Teilfolge miisste ja beschrankt bleiben, was ein Widerspruch
wére zu n + sin(n) > n — 1.)

(d) Falls n gerade ist, dann gilt sin (gn) = 0. Nun sehen wir

1 T 1
lim —sin(n)+nsin(-n) = lim —sin(n) =0,
n—oo g 2 n—oo n

n gerade n gerade

deswegen existiert eine konvergente Teilfolge.

0.5. Zwischenwertsatz und Mittelwertsatz

(a) Hat die Gleichung
vt = (x4 1)(2* +5)

(mindestens) eine Losung in R?
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(b) Zeigen Sie: das Polynom
f(z) =a® — 72% + 250 + 8

hat genau eine Nullstelle.

(c) Sei f:]0,1] — R stetig und auf (0, 1) differenzierbar. Nehmen Sie an, dass
|f'(x)] <1, Vze(0,1).

Zeigen Sie, dass hochstens eine Stelle ¢ € [0, 1] existiert, so dass f(c) = c.

(d) Sei f:]0,2] — R stetig. Nehmen Sie an, dass f(0) > 0 und f(2) < 4. Zeigen
Sie, dass ein ¢ € [0, 2] existiert, sodass f(c) = ¢?

(e) Zeigen Sie: ¥n € N gilt

1
— </ — <
NI vn

1

2vn

Losung.

(a) Sei
f)=2"—(z+1)(2* +5) = 2! — 2° — 2* — 5z — 5.

Es gilt f(0) = —5 und

lim f(z) = oo,

r—r00

da
lim f(x) = 1.
T—r 00 I4

Deswegen gibt es r > 0 so dass f(r) > 1. Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass
es ein ¢ € (0,7) existiert, so dass f(c) = 0. Dann ist ¢ eine Losung der Gleichung
auf R.

(b) Wir bemerken, dass

xgrgwf(x) =—00 und lim f(z) = 0.
Deswegen hat f geméss dem Zwischenwertsatz mindestens eine Nullstelle auf R.
Nehmen wir zum Widerspruch an, dass a < b zwei verschiedene Nullstellen von
f sind, also f(a) =0 und f(b) = 0. Dann gibt es geméss dem Mittelwertsatz
ein ¢ € (a,b) sodass f'(c) = 0.
Nun gilt aber

f'(x) = 32 — 142 + 25,
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(c)

(d)

(e)

Und die Diskriminante des quadratischen Polynoms f’ ist
(—14)> —4-3-25 = —104 < 0,
daher besitzt f’ keine reelle Nullstelle. Das ist ein Widerspruch zu f’(¢) = 0.

Beweis durch Widerspruch: seien ¢, d € [0, 1], ¢ < d, sodass f(c) = cund f(d) =
d. Dann sind ¢ und d zwei veschiedene Nullstellen der Funktion g(x) = f(x) —x

in [0, 1]. Deswegen existiert geméss dem Mittelwertsatz ein e € (¢, d), sodass
g'(e) = 0. Nun gilt aber ¢'(z) = f'(x) — 1 auf (0,1), also nach Annahme

g (z)] = |f'(z) — 1| > 1 —|f'(z)] > 0.

Das ist ein Widerspruch zu ¢'(e) = 0.
Sei

Dann gilt fiir ¢ € [0, 2]
fle)=c < g(c)=0.

Es gilt

9(0) = f(0) =20 und g(2) = f(2) -4 <0,
d.h. g(0) > 0 > g(2). Deswegen folgt aus dem Zwischenwertsatz dass ein
c € [0, 2] existiert, sodass g(c) = 0.

Sei
f(z) =z, Yx>0.
Dann gilt
1
/ JR—
Aus der Mittelwertsatz folgt, dass Vn € N ein &, € (n,n + 1) existiert, sodass

Fln+1) = £() = (6 = 5=

Da die Funktion x — ﬁ streng Monoton fallend ist, folgt aus n < &, <n + 1:

1 1 1
< < .
Wntl  2Vé  2vn

Wir schliessen, dass

1
—<Vn+1l—-—vn<
2vn+1 \/_

1

SNk
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0.6. Gleichmassige Konvergenz

Fiir jedes n € N sei

(a)

(b)

X

T
:L‘+n

fni[0,1] = R, fu(x) =

Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (f,)n,en punktweise auf [0, 1] gegen eine
Funktion f konvergiert. Schreiben Sie f explizit auf.

Konvergiert die Funktionenfolge (f,,)nen auch gleichméssig auf [0, 1]?

Losung.

(a)

(b)

12/20

Sei
0 fallsz=0

f:10,1] = R, f<“’>:{1 falls = € (0, 1]

Wir zeigen, dass (f,,)nen punktweise gegen f konvergiert.

Fiir jedes n € N gilt f,,(0) = 0. Deswegen

lim f,(0) =0= f(0).

n—oo

Fiir jedes n € N und fiir jedes x € (0, 1] gilt

lim f,(z) = lim ’ r=—=1= f(2).

n—oo n—oo + o €T

Somit konvergiert f,, punktweise gegen f.

Die Konvergenz ist nicht gleichméssig. Die Funktionen f,, sind alle stetig auf
[0,1]. Falls der gleichméssige Grenzwert von f, existiert, muss dieser auch
stetig sein, dank Satz 4.8.1 im Skript. Gleichzeitig muss der gleichmassige
Grenzwert einer Funktionenfolge (falls dieser existiert), mit dem punktweisen
Grenzwert iibereinstimmen. Der punktweise Grenzwert von f,,, also die Funktion
f, ist jedoch nicht stetig auf [0,1]. Also kann f, nicht gleichméssig gegen f
konvergieren.

Alternativ konnte man auch direkt argumentieren:

Es gilt fir alle n € N und x € (0, 1]:

@) = ful@)| = \1 -



D-ITET Analysis 1 ETH Zirich
Prof. Tristan Riviere Musterlosung Ubungsfestival HS 2023

1

Wir bemerken, dass 0 < —2p < 1 fur = € (0, 1], und dass fir alle n € N:

I
ac—f—n

1

lim —"— =1.
=0t T+ ~

Also gilt fiir jedes n € N

1

sup |f(x) — fo(x)| = sup —2— =1,
xew\ () = ful2)] i

und die Funktionenfolge kann nicht gleichmaéssig konvergieren.

0.7. Abschitzungen aus Ableitungen Ziel dieser Aufgabe ist es, die folgende
Ungleichung zu beweisen:

2
—a < sin(z), V€ (0,7/2)

(a) Beweisen Sie, dass es geniigt, die folgende Ungleichung;:
g(x) >0, Vze (0,7/2)

zu zeigen, wobei g(z) := sin(z) — 2z fir alle z € [0, 7/2].

(b) Bestimmen Sie das Minimum von g auf [0, 7/2] mittels des Ableitungskriteriums
und den Randwerten.

Hinweis: g erreicht sicher ein Minimum auf [0, 7/2]. Weshalb? Wir weisen
darauf hin, dass das Minimum auch in 0 oder 7/2 angenommen werden kann
und dort das Ableitungskriterium fiir Extremalstellen fehlschlédgt, vergleiche mit
dem Beispiel h(z) := —z? auf dem Intervall [—1,1]. Man bemerke, dass mittels
des Monotonie-Kriteriums bestimmt werden kann, ob es sich um ein Maximum
oder Minimum handelt.

(c) Nutzen Sie die Erkenntnisse der vorherigen Teilaufgabe, um die gesuchte Un-
gleichung zu beweisen.

Losung.
(a) Dies ist eine einfache Konsequenz der Umordnung der Ungleichung,.

(b) g ist stetig auf [0, 7/2] und erreicht somit dort sein Minimum. Dies kann entweder
in 0, 7/2 oder einem inneren Punkt des Intervalls angenommen werden. Fiir
x =0,7/2 finden wir:
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also wenn g(z) < 0 an einer Stelle z im Inneren des Intervalls ist, so erreicht
es auch sein Minimum im Inneren. Wir wissen, dass wenn ¢ sein Extremum in
einem Punkt z € (0,7/2) annimmt, dann gilt dort:

g () =0
Nun kénnen wir aber berechnen, dass wenn ¢ in x( ein Extremum hat, so gilt:

2 2
g (xg) =cos(xg) — = =0 = cos(xg) =—=>0
T T

Wir beachten, dass fiir alle x < xq gilt:

g'(x) > ¢'(z0) =0,

da cos(z) auf [0, 7] streng monoton fallend ist. Ferner finden wir durch analoge
Argumentation fiir alle x > x:

g'(x) <g'(xo) =0

Dank des Monotonie-Kriteriums kénnen wir also folgern, dass g auf [0, x¢] streng
monoton wachsend und auf [xg, 7/2] streng monoton fallend ist. Somit muss xg
zwangslaufig ein lokales Maximum sein und kann nicht das globale Minimum
werden. Daher ist das Minimum von ¢ in z = 0 und = 7/2 und somit 0. Das
Minimum kann geméss unserer Argumentation nicht in (0, 7/2) angenommen
werden, also finden wir:

g(x) >0, Vzre(0,7/2)

(c) Die Ungleichung am Schluss der letzten Teilaufgabe beinhaltet die notwendige
Aussage.

0.8. Extremalstellen

Bestimmen Sie das globale Minimum und Maximum der folgenden Funktionen:
(a) f:[-2,2] = R, flx) =23 —2* -8z +1,
(b) f:[-L1 =R,  f(z) =354,

(c) f:[-1,2] = R, flz)y=(x—1)e 7.

(S

Losung.
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(a)

(b)

Da f stetig und das Definitionsintervall kompakt ist, existiert ein globales
Maximum und ein globales Minimum. Dieses liegt entweder am Rand des
Definitionsbereichs oder im Innern. Da f im Innern differenzierbar ist, muss es
im letzteren Fall ein kritischer Punkt sein. Wir rechnen:

flx) =322 22 -8=Bz+4)(z-2) =0 & x€{2, —;l}

Die einzigen Kandidaten fiir globale Extremalstellen sind also die Randpunkte
—2, 2 und der innere Punkt —%. Die Funktionswerte an diesen Stellen lauten:

f(2) = —11,
f(—%) = % ~ 7.519,
f-2) = 5.
Der grosste dieser Werte ist der bei z = —%, der kleinste der bei z = 2. Somit

4

5 und ein globales Minimum bei z = 2.

hat f ein globales Maximum bei x = —

Da f stetig und das Definitionsintervall kompakt ist, existiert ein globales
Maximum und ein globales Minimum. Wenn es im Innern des Definitionsbereichs
liegt, so muss es ein kritischer Punkt von f sein, da f dort differenzierbar ist.
Wir rechnen:

1-(®+1)—2z(x+1) —a®—20+1

f/(x) = ((1:2 n 1)2 = (QJ2 T 1)2 = 0.

Dies ist genau dann der Fall, wenn
2 _
-z —-2rx+1=0,

also fur

Der Wert —1 — /2 < —1 liegt nicht im Definitionsintervall von f, der Wert
—1 + /2 dagegen schon. Die Kandidaten fiir globale Extremalstellen sind also
{—1, —14+/2, 1}. Die Funktionswerte an diesen Stellen sind:

f(_l) = 0,
_ V2 V2 A2V A(VRHD) V241
f(_1+\/§) T 209vV242 T 4—2v2 a2 T 3 =3 > 1
f1 = L

Der grosste dieser Werte ist der bei = —1 + v/2, der kleinste der bei z = —1.
Somit hat f ein globales Maximum bei z = —1 4+ 1/2 und ein globales Minimum
bei x = —1.
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(c)

16/20

Da f stetig und das Definitionsintervall kompakt ist, existiert ein globales
Maximum und ein globales Minimum. Wir bestimmen die kritischen Punkte
von f:

z2 z? z2

fllr)=e 2 +(x—1)-(—2)e 2 =(1+z—2%)e 2 =0

22
2

Wegen e~ 2 > 0 ist dies aquivalent zu
-z —-1=0.

Die kritischen Punkte von f sind somit

1++V5

T2 = .

2
Beide Werte liegen im Innern des Definitionsintervalls. Die Kandidaten fiir
globale Extremstellen sind also die Randpunkte x = —1 und z = 2 sowie die
kritischen Punkte 19 = LQ‘/E Die Funktionswerte an diesen Stellen sind:
f(=1) = —Z=-1213...,
FOS8) = —1Be=0% — 1336,
FOEE) = B2 0166,

f2) = L =0135....

Der grosste dieser Werte ist der bei x = Ltv5

2
Somit hat f ein globales Maximum bei z =

1-V5
5 -

1—
2

und ein globales Minimum

=

, der kleinste der bei z =

1+v5
2

bei x =
Da das berechnen der Funktionswerte an den kritischen Stellen eher mithsam
ist, kann man auch wie folgt argumentieren. Da fiir das Polynom 1 + 2 — 22 gilt

lim (1 +2 —2%) = —o0o, und lim (1 +2 —2%) = —oo,
T—00 Tr——00

und e > 0 fiir alle x, konnen wir folgendes Verhalten von f’(x) folgern. Seien
2y = =5 und 2, = HT\/LF’ die beiden Nullstellen von f’(z) (mit z; < x2). Dann

2
muss gelten

f'(z) <0, fir x <z, f'(x) >0, fir 1y <z <axo, f'(x) <0, fir x > xs.

Die Funktion f(z) ist also monoton fallend fiir x < 21, dann monoton steigend
flir 1 < ¢ < x5, und wieder monoton fallend fiir x > x5. Fiir die Randwerte des
Intervalls [—1,2] gilt —1 < 7 und 2 > 5. Zwischen —1 und x; fallt die Funktion
also ab, deshalb ist der Randpunkt —1 nur ein Kandidat fiir ein Maximum,
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und nicht fiir ein Minimum. Zwischen x; und x5 steigt die Funktion, also ist x;
Kandidat fiir ein Minimum und x5 Kandidat fiir ein Maximum. Schliesslich féllt
die funktion zwischen x5 und dem Randpunkt 2, also ist 2 nur Kandidat fiir ein
Minimum. Da f(—1) < 0 < f(x2) = f(lg—*/g) muss zo das globale Maximum

sein. Gleichermassen, da f(z1) = f(l_Z‘/‘F’) < 0 < f(2) muss z; das globale
Minimum sein.

0.9. Parameterabhingige Integrale

Sei f:]0,00) — R eine stetige Funktion, sodass gilt

2 3

/Om o ft)dt =z, Vze B,—i—oo)

Bestimmen Sie f(2).

Hinweis: Es sei F' eine Stammfunktion von f mit F'(0) = 0. Schreiben Sie das Integral
um mittels F' und dem Hauptsatz der Differential und Integralrechnung. Wenn Sie
auf beiden Seiten nach x ableiten und F’ = f verwenden, sollten Sie der Lésung nahe
kommen.

Losung. Es sei F' die Stammfunktion zu f mit F'(0) = 0. Geméss Hauptsatz gilt:
Flz) :/ F(t)dt,Vz € R
0

Somit sehen wir:

2 3

T4z
F(2? +2%) = F(2? + 2°) — F(0) = / F(t)dt =2, Y&>0
0
Leiten wir nun fiir x > 0 auf beiden Seiten nach z ab, so sehen wir dank der Kettenregel

und F’ = f:
f@?+ 2% 2z + 32%) =1

Daher wissen wir durch Einsetzen von z = 1:

f2)5=1= 7@) =

0.10. Ableitungen, Integrale Losen Sie die folgenden Teilaufgaben:
(a) Ableitungen: Berechnen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen explizit.

17 /20
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b) f:(~1,1) >R, f(z) =5
) f:(0,00) = R, f(x)=cos(z™™)

)[R0} = R, f(x)

(b) Integrale: Losen Sie die folgenden Integrale explizit
) Ji' log(x) dx

) Ji sin(log(x)) d

a) fo md$
f) fog sin(x) log(sin(z)) dx

b) Ji V1 —a2dx

) Ji oty da

Losung.
- 2\/_6 — 5 3
2 €Tr2

2

1
—2zxe
2x

f'(x) = NG

) Mit der Produkt- und Kettenregel finden wir
Le”

M\CAJ

(a)

b) Mittels der Produktregel (oder der Quotientenregel)

1 1 2x arctan(x)
! — .
Jw) 1 —a? 1—|—x2+ (1 — 22)?
1 — 22 + 2x(1 + 2?) arctan(z)
1= 221+ 22)

—T

) Die Ableltung von x~ 7 lasst sich durch umschreiben berechnen: x
—(1 +log(x))

e~w18(@) " Also gilt
(7)) = (=1 — log(z))e 18 =
Somit finden wir mit der Kettenregel
F(z) = (1+log(z))z " sin(z %)

) Mit der Substitution y = 2? mit dy = 2xdz finden wir
iy - yTE]

1
/0 1—|—x2 2/

2—-1

(b)

18/20
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b) Mit der Substitution x = sin(y) mit dx = cos(y)dy bekommen wir

/Mdm—/ /1 — sin?(y) cos(y dy—/ cos®(y) dy

Unter Verwendung von cos(y)? = (1 + cos(2z)) finden wir weiter

T 1 /= 1 =

/2 cos?(y) dy = 7/2 dy+f/ cos(t)dt = —
0 2 Jo 2 Jo

wobei das zweite Integral Null ergibt.

¢) Wir verwenden eine Partialbruchzerlegung:

1 _1< 1 _1>
2 —2r wx(r—2) 2\z-2 =z
Somit gilt
[ dr = 1 (lo5(2) ~log(4) +1og(3) = 3 log(*)
e =3 ), (Go5g) de = ples(D)—log(4)+10g(3) = 5 log(3

d) Wir verwenden partielle Integration:

z= 21
’ —/ —xdr =2log(2) — 1
1

=1 T

/log dx—/ log(z)(x) dz = log(x)x

e) Wir verwenden die Substitution y = log(z) oder z = ¢¥ mit dz = eYdy um
folgende Gleichung zu finden:

™

/1e sin(log(z)) dz = /07r sin(y)eY dy.

Durch wiederholte Anwendung von partieller Integration finden wir fiir
diese Integral:

/ sin(y)e? dy = sin(y)el”y:7r - / cos(y)e? dy
0 y=0 0
=0- cos(y)ey‘y:7r - / sin(y)e? dy
y=0 0
=e"+1- / sin(y)e? dy
0
also

e+ 1
2

/7r sin(y)e¥ dy =
0
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f) Wir nutzen sin(z) = /1 — cos(z)? fur alle 0 < z < 7/2. Dann finden wir
mittels der Substitution y = cos(z) sowie den Logarithmusgesetzen:

s
2

/og sin(z) log(sin(x)) dx = / sin(z )log( 1 — cos(x)?) dx
= / sin(x log(l — cos(x)) + cos(1 + cos(x))) dx
= / log(1 —y) + log(1 + y)) dy

= :(- <1—y>1og<1—y>+<1—y>+<1+y>1og<1+y>—<1+y>)!;
=log(2) — 1
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