Lineare Algebra - Losungen 9

1. Sei T : R" — R™ gegeben durch die folgenden Matrizen:

12 3\
4 5 6 )’

Bestimmen Sie jeweils Basen von ker(T) und im(T).
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Solution:

(@) A = Ta : R® — R2 Durch Auflésen des Gleichungssystems Ax = 0

456 )
erhillt man (1, —2,1)" als Basis von ker(Ty). Die Spaltenvektoren von A spannen im(T4)
auf, und da A zwei linear unabhingige Spaltenvektoren besitzt gilt im(T4) = IR?, also ist
zum Beispiel die Standartbasis eine Basis von im(Ty4).
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(b) B = 110011 Tp : R — R*. Durch Auflosen des Gleichungssystems Bx = 0
01100

erhillt man (1,0,0,—1,—-1)%,(0,1,—1, -1, —1)" als Basis von ker(Tg). Die ersten beiden
Spaltenvektoren lassen sich durch die letzten drei ausdriicken, und diese drei sind offen-
sichtlich linear unabhdngig. Also bilden die letzten drei Spaltenvektoren eine Basis von
im(TB).

bc bd
Sei zunichst (a,b)! # 0, (c,d)! # 0. Jedes (x,y) € ker(T¢) erfiillt
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Dies gilt genau dann wenn cx + dy = 0 und somit

(© C= < ac ad ),a,b,c,de]R,TC:]Rze]Rz.

ker(Tc) = {(x,y)! € R? | cx +dy = 0}.

Da xc + dy, fiir(x,y)" € R?jeden Wert in R annehmen kann folgt aus der obigen Gleichung
im(Te) = (a,b)7).

Falls (a,b)! = 0 oder (c,d)! = 0, so ist Tc : R> — R? die Nullabbildung und wir erhalten
ker(T¢) = R? und im(T¢) = {0}.

2. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Fiir zwei beliebige K-Vektorrdaume V und W ist Homy (V, W) ein Untervektorraum des Raumes
WV aller Abbildungen V — W.



(b) Fiir zwei beliebige lineare Abbildungen f: V' — V und g: W — W’ ist die Abbildung
Cy,f : Homg (V, W) — Homg (V/,W'), h— gohof

wobhldefiniert und linear. Sind zudem f und g Isomorphismen, so auch Cq .

Solution:

(a) Die Menge Homg (V, W) enthilt die Nullabbildung, ist also nicht leer. Fiir beliebige lin-
eare Abbildungen hq,hy : V — W gilt

(h1 + h2)(v1 +02) = hi(v1 +v2) + ha(v1 + v2)
= (01) + hi(v2) + ho(v1) + ho(v2)
= (hy +h2)(v1) + (h1 + h2)(v2)

und

(h1 + h2)(Avy) = hy(Aoq) + ha(Aog)
= Ahy(v1) + Aha(01)
= (A (h1 +h2))(v1)

fur alle v1,v; € Vund A € K. Damit ist die Abbildung h; + hy : V — W linear und liegt in
Homg (V, W). Mit einem analogen Argument folgt, dass auch ¢ - ;1 linear ist fiir alle ¢ € K,
also ¢ - hy € Homg (V, W) ist. Das zeigt, dass Homy (V, W) ein Untervektorraum ist.

(b) Seih € Homg (V, W) ein beliebiges Element. Dann ist die Abbildung
gohof:V — W

als Verkniipfung der linearen Abbildungen f und & und ¢ wieder linear und liegt also in
Homy (V’, W'). Das zeigt, dass Cq r wohldefiniert ist.

Seien nun hy, h; € Homg (V, W) und ¢ € K beliebig. Dann gilt

Cof(lh +h2)(v') = go (hy +hp) o f(2)
= g((h1 +h2)(f(0")))
= g(h(f(¥")) +ha(f(v)))
= g(h(f()) +g(ha(f(2)))
= Cq (1) (") + Cq ¢ (h2) (0')




und

Das zeigt, dass Cg ¢ linear ist.

Seien nun f und g Isomorphismen mit Inversen f~! beziehungsweise ¢~!. Da f~! und
¢! linear sind, ist die Abbildung

Cg1,5-1 : Homg K(V',W') = Homg (V, W)
wohldefiniert und linear. Aus f~!o f =id V' und ¢~! 0 ¢ = idyy folgt dann

Cg’],ffl e} Cg’f = idHom]K(V,W)

Cg,f o Cg_l,f_l = idHom]K(V/,WI)’

die Abbildung Cy-1 (-1 ist also eine Inverse zu Cg s

3. Sei P, (R) der Vektorraum aller Polynome von Grad < n mit reellen Koeffizienten.
(a) Zeigen Sie, dass
F: Py(R) = Py(R) p— p" +p'
eine lineare Abbildung ist, wobei p’ die Ableitung von p bezeichnet.

(b) Bestimmen Sie die Matrix von F beziiglich der Basis (1, x, ..., x") von P, (R).

Solution:
(a) Wegen
(Ap+ua) = (Ap)" + (pq)" = Ap"+ pq’
fiir alle p, g € P,(R) und A, i € R ist die Ableitungsabbildung p — p’ linear.

Da die Verkniipfung linearer Abbildungen wieder linear ist, ist auch die Bildung der
zweiten Ableitung linear. Da die Summe zweier linearer Abbildungen linear ist, ist somit
auch p — p” 4 p’ linear.




(b) Es gilt
0 furj=20
F(¥)={1 fiirj =1
AT (- 1) 2 farj > 2.

Also die Darstellungsmatrix von F beziiglich der geordneten Basis C = (1, x,...,x") gleich

[FI§ = (jo;j-1 +j(j — 1)(51‘,]'72)09,]49,

wobei die Indizierung der Matrix bei 0 beginnt.

Fiir n > 2 lasst sich diese Matrix alternativ auch schreiben als

0120 0 0

0 026 O 0

0 00 3 12 0

0 00O0 4 0
FIS = .

00 0O0 O n(n—1)

000O0 O

0 000 O 0

4. Seien V ein Vektorraum, F : V — V eine lineare Abbildung und v € V, so dass es eine nattirliche
Zahl n gibt fur die gilt:
F'(v) #0 und  F""(v) =0.

Beweisen Sie, dass dann v, F(v), ..., F"(v) linear unabhingig sind.

Solution: Wir wissen, dass die Vektoren v, F(v), F2(v), ..., F"(v) alle ungleich Null sind. Denn
aus Fi(v) = 0 fir 0 < i < n folgt F"(v) = F"/(F(v)) = 0. Seien ay, . .., a,, € K mit

agv + a1 F(v) + ...+ a,F"(v) = 0.
Es gilt

0=F"(0)=F"(apv+ ...+ a,F"(v))
= agF"(0) + a1 F""1 () + ... + a,F*" (v) = agF"(v)

wobei wir beim letzten Gleichheitszeichen F¥(v) = 0 fiir k > n gebraucht haben. Wir schliessen
daraus dass ag = 0 gelten muss. Also gilt

mF(v) +...+a,F"(v) = 0.




Wir argumentieren nun genau gleich wie im ersten Schritt. Es gilt

0=F"10) = F" Y (a;F(v) + ... +a,F"(v))
= a1 F'(0) + ... 4+ a,F?" " 1(v) = a1 F*(v)

woraus a1 = 0 folgt. So konnen wir weiterfahren und daraus schliessen dass a; = 0 fiir alle
0 < i < n gelten muss. Also sind die Vektoren v, F(v), F2(v), ..., F"(v) linear unabhéngig.

5. Bestimmen Sie die Anzahl der Losungen der folgenden linearen Gleichungssysteme in IR® beziehungsweise
R*:
(@)
4x -9y +2z =5
2x +2y +z =9
—3x +8z =18
x =2y +3z =9

22 —b  +7c =0
3¢ +10b —2c =3
—2a —2b +6c =7
(c)
S 460 478 +124 =1
20 +50 +8% +114 =1
30 +40 +9&% +104 =1

Solution: Wir nutzen Satz 4.7.9 und Korollar 4.7.10 um die Anzahl an Losungen zu bestimmen.

(a) Die Matrizen

4 -9 2

Ao 2 2 1

-3 0 8

1 -2 3

und
4 -9 2|5
2 2 1

Ay = 0
-3 0 8118
1 -2 3|9

haben beide Rang rk(A) = rk(A;,) = 3 somit folgt nach Korollar 4.7.10 die Existenz einer
eindeutigen Losung x*.
Diese Losung ist




(a) Die Matrizen

-2 -1 7
B = 3 10 -2
-2 -2 6
und
-2 -1 710
B, = 3 10 -2|3
-2 -2 6 |7

haben verschiedene Rénge rk(B) = 2 und rk(B,) = 3 somit folgt nach Satz 4.7.9, dass das
lineare Gleichungssystem nicht 19sbar ist.

(a) Die Matrizen

1 6 7 12
C=1]125 8 11
3 4 9 10
und
1 6 7 12|1
C,=1]12 5 8 111
3 4 9 10(1

haben denselben Rang rk(C) = rk(C,) = 2. Da dieser Rang jedoch kleiner ist als die
Anzahl an Variablen, gibt es keine eindeutige Losung. Der Kern dieser Matrix ist nicht
leer, somit gibt es unendlich viele Losungen.

6. Beweisen Sie:

(a) Eine Matrix C € My, x»(K) hat genau dann Rang < r, wenn es Matrizen A € M, ,(K) und
B € M, (K) gibt, so dass C = AB.

(b) Istrk(C) = r, so muss zusitzlich rk(A) = rk(B) = r gelten.

Solution:

(a) Nach Serie 7, Aufgabe 2 ist rk(AB) < min{rk(A),rk(B)} und daher rk(C) < r falls C =
AB gilt. Andersherum nehmen wir an, dass rk(C) < r. Wir betrachten C als darstellende
Matrix einer linearen Abbildung f: K" — K" bzgl. der Standardbasen &, bzw. &;,. Dann
ist f die Komposition

k4 im(f) & K™,
wobei die zweite Abbildung  die Inklusion ist. Nach Wahl einer Basis C von im( f) ist die
erste Abbildung beschrieben durch eine Matrix B = [f ]g”, die zweite Abbildung durch
eine Matrix A = [l]gm und daher C = AB.




Alternativer Beweis fiir die Riickrichtung: Wir haben gesehen, dass jede m x n-Matrix
E,

C dquivalent ist zur Normalform N = < 0

0
0), mit ' = rk(C), also C = SNT, mit

E,
S € Mysm(K), T € Myxu(K) invertierbar. Da aber N = XY mit X = < (;) und Y =

(E,/ O) , kénnen wir schreiben

C=S8X YT.
"~
A B

Falls ¥’ < r konnen wir einfach r — v’ Nullzeilen bzw. Nullspalten hinzufiigen.

(b) Falls rk(A) < r oder rk(B) < r erhalten wir nach Serie 7, Aufgabe 2 direkt einen Wider-
spruch. Andererseits kann der Rang der Matrizen A und B auch nicht grosser sein, als
deren Anzahl an Spalten, bzw. Zeilen. Daher folgt rk(A) = rk(B) =r.




