Lineare Algebra - Lésungen 11

1. Sei B = (vy,...,vy) eine geordnete Basis von V und B = (wq,...,wy) eine geordnete Basis von W.
Sei B = (wj,...,wy,) die zu B’ duale Basis von W*. Zeigen Sie, dass fiir jede lineare Abbildung

f:V—=Wgilt

([f]g,)ij =w;(f(v;)) furallel <i<m, 1<j<n.

durch

furallel <i<m.

was genau zu zeigen war.

Solution: Die Darstellungsmatrix A := (a;) := [f]3, von f beziiglich B und B’ ist definiert

m
U]) = Z AWy
k=1

Damit gilt fiirjedes 1 <i < mund 1 <j < n, dass

i (o) = i (1 a0 = 3 g ) = o = (1)

2. Finden Sie die Annulatoren der folgenden Unterrdume

() )

1 -2
(b) U2=< 20,11 ><JR3
1 1
-2
() U3:< 3 ><IR3
0
1
1 4
(d) Uy = , <R
0
0 -1
Solution:

(a) Wir stellen fest, dass (%) ’ (

4
3

é(@l —

) eine Basis von IR? ist. Dementsprechend ist U; = R? und

somit ist U = {0} < (IR?)*, also nur die Nullabbildung.

(b) Der Unterraum U hat Dimension 2. Also folgt, dass U5 die Dimension 1 hat. Wir suchen
also ein Element ¢ € (R%)*, sodass

2ep4e3) =0, £(—2e1+ex+e3)=0




gilt. Schreiben wir ¢ = ae} 4 bej + ce} in der dualen Basis der Standardbasis {e1, €5, €3}, so
folgen die beiden Gleichungen

2b=a+c¢, 2a=Db+c.
Diese Gleichungen sind nur fiir 4 = b = c erfiillt. Daher gilt

leL = (e] +e; +¢3).

(c) Analog wie in (b) argumentieren wir, dass U;- die Dimension 2 hat. Es reicht also zwei
linear unabhingige Elemente ¢; und /(; in U;- zu finden. Wir wiahlen ¢; = e}, sowie
¢y = 3e] + 2¢5. Diese Elemente sind offensichtlich linear unabhéingig und es gilt

61(*261 + 362) = e§(72el + 362) =0,
0y(—2e1 + 3ep) = (3e] + 2e5)(—2e1 + 3ez) = 3¢ (—2e1 + 3ez) +2e5(—2e1 +3ep) = =6+ 6 =0.

Daher ist Ui = (¢4, (2).

(d) Esgilt ¢ = ae} + be2* + ce} + dej € Uj- dann und nur dann wenn
0:€(€1+€2) :ﬂ+b

und
0=/{(ex+e3—eq) =b+c—d

gilt. Daher ist

Uy = {—be} +be2* +ces + (b+c)e} | b,c € R} = (—ef +e5 +ef,e5+ef).

3. Sein > 1. Dann definieren wir das kanonische Skalarprodukt auf R" als

(,):R"xR" - R,
((x1, s xn), Y1, - Yn)) = X1y1 + X2y2 + -+ + Xnln.

(a) Seiu € R" gegeben. Zeigen Sie, dass ¢;,: R" — R, v — (u,v) eine lineare Abbildung ist.
(b) Essei B = {by,...,b,} eine Basis von R". Zeigen Sie, dass {/;,, ..., ¢, } eine Basis des Dual-

raums (R")* ist.
(c) Ein Vektor v € R" ist orthogonal zu u € R", falls v € ker(¢,) gilt. Zeigen Sie, dass es einen

Isomorphismus
(u)t = ker(¢y)

gibt. Das heisst, der Annulator von (u) ist Isomorph zum Untervektorraum aller Vektoren, die

orthogonal zu u sind.

(d) Folgern Sie, dass fiir einen Unterraum U < R” gilt

Ut = {veR"|veker(ly), Yu € U}.



(e) Bestimmen Sie diejenigen Unterrdume von R3, die den Annulatoren der Unterraume

1 1 1 1
U1:< 21,10 >, U2=< 1, -1 >
3 0 1 1

entsprechen.

Solution:

(a) Seienv,w € R" und A € R. Dann gilt

Ly(v+ Aw) = ((xq,...,xn), (01 + Awq, ..., 00 + Awy)) = ug(vr + Awy) + - - - + uy (v, + Awy)
= w10y + -+ Uy + Auqwy + - - + Auywy, = £, (v) + Al (w),
und somit ist ¢, fiir alle u € R” eine lineare Abbildung.

(b) Wir wissen, dass der Dualraum (R")* auch die Dimension n hat. Somit reicht es zu zeigen,
dass ébl, ..., p, linear unabhéngig sind. Seien also Ay, ..., A, € R gewdhlt, sodass

My, ++ + Auly, = 0.
Das heisst, fiir alle b € R” gilt
(Al + -+ Auly, ) (D) = 0.
Insbesondere ist das fiir die Standardbasisvektoren ey, . .., e, der Fall. Wir erhalten also
0= (Al + -+ Anly,)(e;) = M + Aaaip + - + Ay, 1)

furallel <i < n, wobei ajj die Koeffizienten von b]- beziiglich der Standardbasis sind, also
b] = ajjer 4+ 4 Apjen.
Schreiben wir die Gleichungen in (1) in ein Gleichhungssystem ergibt das fiir die Matrix

A = (a)ij

Da die Basiswechselmatrix A = [id] Efllf’:)) jedoch invertierbar ist, folgt

M=-=2A, =0.

Alsoist (¢p,, ..., {,) linear unabhéngig und somit eine Basis von (IR")*.

(c) Zuerst iiberpriifen wir den Fall u = 0. Dann gilt (0)* = (R")* sowie ker({y) = R". Fiir
eine Belibiege Basis (b1, ..., b,) von R" wissen wir durch die vorherige Teilaufgabe, dass




(d)

die Abbildung
bi — ébi

einen Isomorphismus zwischen R"” und dessen Dualraum (RR")* beschreibt.
Sei nun u # 0. Wie zuvor definieren wir die Abbildung ¢: ker(¢y) — (u)*,¢(v) = Co.
Dann gilt

¢(0)(u) = lo(u) = (v,u) = (u,v) = lu(v) =0,

also ist ¢ auch wirklich wohldefiniert. Hier gilt die dritte Gleichung aufgrund der Tatsache,
dass das Skalarprodukt per Definition symmetrisch ist, und die letzte Gleichung da v in
ker(¢,) liegt.

Es ldsst sich ausserdem leicht zeigen, dass ¢ eine lineare Abbildung ist. Des Weiteren ist
die Dimension von (u) gleich (n — 1). Doch auch die Dimension von ker(¢,) ist (n — 1),
denn

dim(ker((;)) = dim(R") — dim(im(¢;)) = n — 1.

Es gilt £, (1) = u% +... u% # 0, da u laut Annahme nicht der Nullvektor ist, also hat das
Bild von ¢, auch tatsdchlich die Dimension 1.

Zusammenfassend erhalten wir, dass ¢ eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorraumen
derselben Dimension ist. Also ist ¢ genau dann ein Isomorphismus, wenn ¢ injektiv ist.

Sei v # 0in ker(¢,), dann folgt

somit kann ¢(v) nicht die Nullabbildung in (R")* sein, also ist ¢ ist injektiv und somit ein

Isomorphismus.

Sei (u1,...,uy) eine Basis von U. Dann ist £ € Ut dann und nur dann, wenn £(1;) = 0,
also ¢ € <ui>L, fiir alle 1 <i < m gilt. Das heisst

m
teut e ((u).
i=1
Nach der vorherigen Teilaufgabe erhalten wir

<ul->L = ﬂ ker (/)

m
=1 i=1

i
in dem wir den Isomorphismus
¢: R" —» (R")*,

vy

auf den Unterraum /", ker(¢,,) einschranken. Jedoch ist

i

m
() ker(€y,) ={v e R" | £y, (v) =0, V1 <i<m}={veR"|veker(l,) Vuec U}
i=1




aufgrund der Linearitdt von ¢. Das heisst

Ut = {v e R"|v € ker(4,), Yu € U}.

(e) Aus Dimensionsgriinden und den vorherigen Teilen der Aufgabe wissen wir, dass es re-
icht zwei Vektoren v; und vy zu finden, die orthogonal zu den Basisvektoren von U
beziehungsweise U sind.

Als v1; wihlen wir

0
01 = 3
-2
dann gilt (v7) = Uy
Als vy wihlen wir
1
Uy = 0
-1

dann gilt (v2) = Uj-.

4. Es sei V der Vektorraum der reellen Polynome von Grad kleiner gleich 3. Fiir i € {O, 1,2,3}
definieren wir die Abbildungen f; : V' — R durch f;(p) = fol pl)(t) dt fiir alle Polynome p € V
und wobei p!) die i-te Ableitung des Polynomes p ist.

(a) Finden Sie alle reellen Zahlen x € R, fiir die die Evaluationsabbildung ev,: V — R, p — p(x)

ein Element von V* beschreibt.
(b) Zeigen Sie, dass (fo, f1, f2, f3) eine Basis des Dualraumes V* von V ist.

(c) Driicken Sie die Elemente der zur Standardbasis (1, ¢, 2,13 ) dualen Basis des Dualraumes V*

als Linearkombination der Elemente der Basis (fy, f1, f2, f3) aus.

Solution:

(@) Sei x € R. Seien py, p2 zwei Polynome vom Grad kleiner gleich 3 und A € IR. Dann gilt

evy(p1+p2) = (p1+p2)(x) = evx(p1) +evx(pa), eve(Ap1) = (Ap1)(x) = Ap1(x) = Aevy(p1)

und somit ist ev, eine lineare Abbildung fiir alle reellen Zahlen x € RR.
Das ldsst einen vielleicht glauben, dass V* unendlich-dimensional wére, jedoch ldsst sich

Leicht berechnen, dass
ev_p—4ev_i+6evyg—4evyi+evy =0

gilt. Mit anderen Worten, gilt fiir jedes Polynom p vom Grad kleiner gleich 3, die Gle-
ichung
p(=2) —4p(=1) +6p(0) —4p(1) + p(2) = 0.




(b) Die Abbildungen fy, f1, f2, f3 sind Linearformen auf V, da sowohl Ableitung, als auch Int-
geration linearformen sind. Sei B* = ({g, {1, (>, (3) die zu (1,t,t>,13) duale Basis von V*.

In der Basis B* ausgedriickt, haben wir

(mm=<) sor= (1) we=(8)  ww=(1).

Diese 4 Vektoren sind linear unabhéngig, also ist (fy, f1, f2, f3) tatsdchlich eine Basis von
V.

W= Q= NI =

(c) Um die duale Basis B* = ({y, {1, {2, ¢3) der Standardbasis B = (1,t, 2,13 ) als Linearkombi-
nation der Elemente der Basis F = (f, f1, f2, f3) zu schreiben miissen wir nichts anderes

tun, als die inverse der Matrix

1 0 00
1
5 1 00
id F_ 12
il 1120
1
1136
zu bestimmen.
Eine leichte Rechnung zeigt
1 0 0 0
1
. Py - 1 0 0
if = f) = |2
12 712 jl )
0 1 —1 %
Somit folgt
1 1 1 1
bo=fo-5hA+ 350 b=h-5h+3f
1 1 1
b=5h—1f ts=¢fs
5. Gegeben seien zwei lineare Abbildungen ¢1(x) = —6x7 — x2 + 5x3 + 2x5 und

@2(x) = —7x1 — 2x + 6x3 + x4 + 2x5 von R® nach R.
Sei V der Unterraum V = {x € R | ¢1(x) = @a(x) = 0}.

1 2
1 0
(a) Zeigen Sie,dass vy := [ 1 | und vy := [ 2 | in V liegen.
1 0
1 1

(b) Ergédnzen Sie v; und v zu einer Basis von V.
(c) Ergédnzen Sie v; und v zu einer Basis von V.

(d) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von V, beziiglich dem kanonischem Skalarprodukt. Also



eine Basis B, fiir die verschiedene Elemente u,v € B orthogonal zueinander stehen, das heisst
(1,v) = 0 und sodass (u, u) =1 fiir alle u € B gilt.

Solution:

(a) Wir berechnen
Pr(v1) = =6 —=14+5+2=0, ¢(01) =—-7-2+6+1+2=0
also ist v1 in V und
¢1(02) = =6-245:-24+2-1=0, ¢y(v2) =~7-2+6-2+2-1=0,

also liegt v; auchin V.

(b) Wir wihlen den Vektor v3 als

03 =

O = = O

Wegen
¢1(v3) = =1-14+5-14+2-(=2) =0, @2(v3) =—-2-14+6-142-(=2)=0

ist v3 in V. Wir zeigen nun, dass v1, v; und v3 linear unabhéngig sind: Seien A1, A; und A3
reelle Zahlen, so dass
Av1 + Ayup + Azu3 =0

gilt. Dies ist dquivalent zu

A+ 240 = 0,
M + Az = 0,
M 4+ 20 + Az = 0,
M = 0,
M+ Ay — 223 = 0.

Aus der vierte Gleichung wissen wir, dass A gleich Null ist, also folgt jetzt aus der erster
und zweiter Gleichungen, dass auch A, und A3 gleich Null sind. Die Vektoren {v1,vp,v3}
sind also linear unabhéingig. Wir miissen noch zeigen, dass {v1, v, v3} der Unterraum V
erzeugen oder dquivalenterweise, dass die Dimension von V kleiner gleich 3 ist. Es gilt,
fir i = 1 oder 2, dass

dim(ker(¢;)) =5 —dim(im(¢;)) =5—-1=4.

Da ¢q und ¢, verschiedene Kerne haben (sonst wiirden sich ¢; und ¢, um einen Skalar
unterscheiden) ist die Dimension von V = ker(¢;) Nker(¢;) kleiner gleich 3.




(c) Zuerst normieren wir den Vektor v und erhalten

u, =

Sl
6)]
T S G S g Y

Nun erfiillt #; die Bedingung (uq,u7) = 1.
Weiters berechnen wir

1
(u1,v9) = %(2+2+1) = V5.
Somit finden wir einen Vektor i, in V, der orthogonal zu u; ist, indem wir
llp = vy — \/gul
definieren. Denn dann gilt

(fp, 1) = (vo — V/5ug,u1) = (v, u1) — V5(uy,u1) = 0.

Wir berechnen
2 1 1
0 1 —1
112:?)2—<M1,Z)2>u1 = 2 —\/gi 11 = 11,
0 V5 1 -1
1 1 0

und normieren ii, anschliessend und erhalten:

1

5 -1

Uy = 2 1 1
2 = <1I2,M~2>1/2 - 2 )
0

Da (u1,v3) = (up,v3) = 0 ist v3 selbst schon orthogonal zu v; und v,. Wir miissen v3 noch
normalisieren:

Uz =

Sl
N
S = = O

-2

Die Basis (u1, up, u3) ist nun eine orthonormale Basis von V.




