Lineare Algebra - Losungen 12

1. Es sei V ein K-Vektorraum und U < V ein Untervektorraum. Erinnern Sie sich an die Konstruk-
tion der Abbildung a: (V/U)* — UL, a(¢) = £ o gy aus der Vorlesung. Als Diagramm ist diese
Abbildung beschrieben durch:
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v/Uu — K.

(a) Zeigen Sie, dass « eine lineare Abbildung ist.
(b) Zeigen Sie, dass « injektiv und surjektiv ist.
(c) Beschreiben Sie die Inverse Abbildung a~': U+ — (V/U)*.

Die Abbildung « ist ein natiirlicher Isomorphismus.

Solution:

(a) Seien f1,4, €: (V/U)* und A € K. Dann ist
D((El + Afz) = (51 + /\52) o qu= f1ﬂu + )\fzb]u = 0((51) + )w((fz),

also ist « linear.

(b) Zuerst zeigen wir Injektivitit: Angenommen ¢ €: (V/U)* ist nicht die Nullabbildung.
Dann gibt es ein x € V/U sodass ¢(x) # 0. Wir wahlen einen Représentanten v € V von
x. Dann folgt

#(0) = Loqu(v) = £(x) 0.

Folglich ist a(¢) nicht die Nullabbildung und somit ist & injektiv.
Nun zur Surjektivitit von a: Sei ¢/ € U gegeben. Wir wissen, dass U C ker(¢'). Somit
gilt fiir allev € V und u € u, dass

U(v) =0 (v) + 0 (u) =0 (v+u).

Also nimmt ¢’ auf der gesamten Aquivalenzklasse v + U von v denselben Wert an. Wir
definieren ¢ € (V/U)* als

fiir alle x € V/U, wobei v € V ein Représentant von x ist. Da ¢’ auf der gesamten Aquiv-
alenzklasse v + U denselben Wert annimmt, ist ¢ wohldefiniert.
Esseinun v € V und x = v + U die Aquivalenzklasse von v, dann folgt

a(€)(v) = Lo qu(v) = L(x) = {'(0).

Also gilt a(¢) = ¢/ und « ist surjektiv.

(c) Die inverse Abbildung a~': U+ — (V/U)* haben wir schon im vorherigen Punkt kon-
struiert. Es gilt

a () (x) = 0'(v),




fiir alle ¢ € UL, und alle x € V/U, wobei v ein Représentant von x ist. Die Linearitét
dieser Abbildung lasst sich leicht zeigen. Der springende Punkt ist, dass diese Abbildung
wohldefiniert ist und der Wert von ¢’ nicht von der Wahl des Reprisentanten v abhdngt,
da U C ker(?) gilt.

2. (a) Zeigen Sie, dass die Abbildung T : R® — RR%, gegeben durch

x1 + x2 4+ 3x3
X1 2x1 + 2xp 4 6x3 X1
Tlx| =21 +3x+8x3 |, |x|cR®
X3 —X1+ X2+ X3 X3

3x1 + xp + 5x3

linear ist.
(b) Bestimmen Sie eine Basis des Kerns von f.
(c) Bestimmen Sie eine Basis des Bildes von f.

(d) Seien B = ((31 +e3,e1+ 6,60+ 63) und C = (61 +ep,61 —€2,63,64 + 65,64 — 65). Bestimmen Sie

115
Solution:
(a) Setze
1 1 3
2 2 6
A= 2 3 8| ¢ M5><3(]R)
-1 1 1
3 1 5

und sei x7 = (x1,x2,x3)T € R beliebig, dann ist T(x) = L(x). Da x beliebig war ist T

linear.

(b) Wir erinnern uns, dass fiir invertierbare Matrizen F gilt ker(L4) = ker(Lps) und wenden
also elementare Zeilenumformungen auf A an:

1 1 3 1 0 1

Z,-27; 10 0 0 0 0 0

A o 1 2|28 o 1 2
Zy+24 Z4—273

Z5s—3Z;1 |0 2 4 Zs+2Z3 [0 0 O

0 -2 -4 0 0 0

Da der Rang unter elementaren Zeilenumformungen invariant ist, sehen wir, dass

Rang(A) = 2 gilt und folglich

dim(ker(T)) = dimR® — Rang(T) = 3 — Rang(L,) = 3 — Rang(A) = 1




(©

(d)

Jeder Vektor (x1,x;,x3)T im Kern erfiillt gemdss der ersten Zeile der reduzierten Matrix
x1 + x3 = 0 und gemadss der dritten Zeile x; 4+ 2x3 = 0. Dies trifft beispielsweise auf den
Vektor v := (1,2, —1)T zu und folglich ist {v = (1,2, —1)T} eine Basis von ker(T). Wir
tiberpriifen — dies ist eigentlich bereits bewiesen, wir kontrollieren also nur auf Rechen-
fehler — zur Sicherheit noch, ob v tatséchlich in ker(T) liegt:

1 1 3 0
2 2 6| /1 0
Tw)=|2 3 8|[2]=]o0
~1 1 1| \~1 0
3 15 0

Da Rang(A) = 2 und da Im(T) das Erzeugnis der Spalten von A ist, reicht es, zwei linear
unabhingige Spalten von A zu finden. Man beachte, dass eine Menge {u, v} genau dann
linear abhingig ist, wenn u = Av fiir ein A € K. Folglich ist { A(), A?)} eine Basis von
Im(T).

Wir wissen, dass

TG = (IT18) = (] @ [TIEMRe1E)" = (o))" A" (ITgs])'

Die Basiswechselmatrizen von einer Basis zur Standardbasis sind die Matrizen mit den

entsprechenden Basisvektoren als Spalten. Entsprechend ist
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IslE =0 1 1
10 1
1 1 00 0
1 100 0
Igslé. =0 0 1 0 0
0 0 01 1
0 0 01 -1
2 2 00 0
2 200 0
:>[111{5]55:([111{5]55)‘1:}l 0 0 40 0
0 0 02 2
0 0 02 -2




3.

und folglich

2 2 00 0
101\/122 -13\[2 200 0
g =z (1 1 0of{1 23 1 1]fo 0 40 0
011/\368 1 5/ [0 0 02 2

0 0 02 -2

6 —2 11 4 -2

1 1
0 4
U1 - < I >
-6 || -2
1 5

Finden Sie ein Komplement W zu Uy, das heisst einen Unterraum W; < R*, sodass U; + Wy =
R* und U; N W; = {0}.

(b) Betrachten Sie den Unterraum U, von IR*, gegeben als
Uy = {(x1,%x2,x3,x4)T € R* | 9x1 4 2x7 + x3 — 3x4 = 0, 8x1 — 6xp 4 2x3 + 4x4 = 0}

Finden Sie nun ein Komplement W, zu Us.

(c) Erinnern Sie sich an das kanonische Skalarprodukt (-, -) definiert in Aufgabe 3, der Serie 11.
Finden Sie orthogonale Komplemente X; und X, zu U; beziehungsweise U,. Sprich Kom-
plemente, sodass alle Elemente aus X; orthogonal zu allen Elementen aus U; beziiglich des
kanonischen Skalarprodukts sind.

(d) Was fdllt Ihnen auf? Erkldren Sie Ihre Erkenntnis mit Hilfe der Aufgabe 1 dieser Serie und der
Aufgabe 3 der Serie 11.

Solution:

(a) Ein mogliches Komplement zu U ist gegeben durch

0 0
1
Wy = , 0 ,
0 0
0 1

denn die beiden erzeugenden Vektoren sind linear unabhdngig und nicht in U; enthalten.

(b)




(c) Ein mogliches Komplement zu U, ist gegeben durch

1\ (o
o [1

W = 4 7
0/ \o

denn die beiden erzeugenden Vektoren sind linear unabhéngig und nicht in U, enthalten,
da sie die benétigten Gleichungen nicht erfiillen.

(d) Um Xj zu finden, miissen wir 2 linear unabhéngige Vektoren finden, die zu den beiden U
erzeugenden Vektoren orthogonal sind. Das sind zum Beispiel die Vektoren

1 6
a=1| 11, Y1 = !
0 1
-1 0

Also ist X7 = (x1,y1) ein orthogonales Komplement zu Uj.
Um X5 zu finden bemerken wir, dass wir Basisvektoren von X, direkt aus der Beschrei-

bung des Untervektorraums U, erkennen kénnen, namlich X, = (xp, y2), wobei

9 8
2 —6
Xy = 1| Yo = 2
-3 4

(e) Wir bemerken, dass die beiden Unterraume W; und W, verschieden sind, die beiden Un-
terrdume X; und X, aber dieselben. Es gilt

3x1+y1 =x2, —4x1+2y1 =1,

also ist X = Xo.

Das liegt daran, dass Uj und Uy tatsdchlich ein und derselbe Unterraum sind ! Zu einem
Unterraum gibt es auch nur ein einziges orthogonales Komplement, daher ist es nicht
verwunderlich, dass X; = X, gilt - wir hatten bei der Wahl dieser beiden Komplemente
keine andere mogliche Auswahl.

In der Aufgabe 1 dieser Serie, haben wir den natiirlichen Isomorphismus

w: (V/U)* — Ut

fiir einen Unterraum U < V konstruiert. In der Aufgabe 3 der Serie 11 haben wir den
Annulator U+ eines Unterraums mit Hilfe des kanonischen Skalarprodukts (-, -) als einen

Unterraum von V aufgefasst, ndmlich

Ut ~{veV|t,(u) =0, Vu c U}.




Dieser Unterraum ist in unserem Beispiel genau das orthogonale Komplement X; = X;.
Jedoch sind die beiden Komplemente W; und W, verschieden, weil die Wahl des Komple-
ments eines Unterraums keine kanonische Wahl ist. Es gibt kein préferiertes Komplement
eines nicht-trivialen Unterraums.

Es kann durchaus der Fall sein, dass aufgrund Ihrer Herangehensweise Wy und Wy dieselben Un-
terridume ergeben. Das war dann aber “purer Zufall” und hiitte genau so gut auch anders sein
konnen.

4. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber K, sei W ein Unterraum von V. Finden Sie einen
kanonischen Isomorphismus
*
(v* /wi) ~W.

Solution: Wir definieren'¥ : W — (V* /W) * durch
Y (w)(f + Wh) :=evy(f)

wobei evy, : V¥ — K, f — f(w) die Evaluationsabbildung in w ist. Wir zeigen, dass ¥
wohldefiniert ist. Seien f, f' € V* mit f + W+ = f/ + W', danniist f' = f + hmith € Wt und
folglich
evo(f') = eva(f +h) = eva(f) + eva(h) = eve(f)
N’
=h(w)=0
Also ist ¥ wohldefiniert.

Es wurde in der Vorlesung gezeigt, dass die Abbildung w +— evy, linear ist. Folglich ist fiir
wy, wy € Wund A € K sowie fir f € V*

Y (wy + Awo) (f + W) =€V, 1w, (f) = eVa, (f) + Aeva, (f)
=¥ (w1)(f + W)+ A¥ (w2) (f + WH)
=(¥(w1) + A¥ (wy)) (f + W)

und somit ist ¥ linear.

Wir zeigen, dass ¥ injektiv ist. Seien wy,wy € W mit ¥(w;) = ¥(wy), dann ist fiir beliebige
fevr

flwr) = eve, (f) =¥ (W) (f + W) =¥ (w2) (f + W) = evay (f) = f(w2)

Insbesondere ist evy, = evy,. Da die Abbildung V — V**, v — ev, ein Isomorphismus und
insbesondere injektiv ist, folgt wy = wy.
Um zu zeigen, dass ¥ ein Isomorphismus ist, reicht es wegen der Dimensionsformel und der

bereits diskutierten Injektivitdt von ¥ zu zeigen, dass

dim (v*/wi)* — dimW




In der Vorlesung wurde gezeigt, dass U = U* fiir alle endlichdimensionalen Vektorrdume U.
Somit folgt aus Aufgabe 1 in dieser Serie, dass dim W+ = dim V — dim W, also gilt

dim (V*/WL)* — dim(V* /W) = dim V* — dim Wt

=dimV — (dimV —dimW) = dim W

wie gewiinscht.

5. Es sei T: R? — RR® eine lineare Abbildung. Diese Aufgabe soll Ihnen zeigen, dass die im er-
sten Isomorphismussatz konstruierte Abbildung T “alle wichtigen Informationen der Abbildung
T enthalt”.
Angenommen, Sie erweitern die Abbildung T zu einer Abbildung S: R*’ — R*’ in dem Sie S durch

S(xq,...,x20) := (T(x1,x2),0,---,0) € R*0

definieren, also indem Sie T(xl, Xp) € R? als die ersten drei Koordinaten in R40 auffassen.

(a) Zeigen Sie, unter Anwendung des ersten, zweiten und dritten Isomorphiesatzes, dass die Ab-
bildungen T und S konjugiert zueinander sind. Das heisst, finden Sie Isomorphismen ¢ und 1,
sodass

T=¢oSoge.
Finden Sie also unter anderem den Definitions- und Bildbereich der Isomorphismen ¢ und .

(b) Erkldren Sie, warum sich die Abbildungen T und S also faktisch nicht von einander unterschei-
den lassen.
Tipp: Uberpriifen Sie die Abbildungsmatrizen der beiden Abbildungen.

(c) Berechnen Sie T fiir die Abbildung

X1
X X1 — X2+ X3 — X4
T: R* = RS, x2 . 3x1 4 2% + x4
3 —X1 —4xy 4+ 2x3 — 3xy
X4

Solution:

(a) Die durch T induzierte Abbildung T ist definiert durch

T: R?/ ker(T) — im(T)
x — T(v),

wobei v € IR? ein Reprasentant von x ist.




Analogerweise ist die durch S induzierte Abbildung S definiert durch

S: R¥/ ker(S) — im(S)
x — S(v),

wobei v € R? ein Reprasentant von x ist.

Nun gilt aber R® = R? ¢ R'8 sowie ker(S) = ker(T) x R, denn S bildet die kiinstlich
hinzugefiigten 18 Koordinaten alle auf den Nullvektor ab. Ausserdem kann man sicht
leicht davon tiberzeugen, dass im(S) = im(T) @ {(0,...,0)} gilt.

Sei Ogr» der Nullvektor in IR”. Dann folgt mit dem dritten Isomorphismussatz, dass

R/ ker(S) = (R? & R')/ (ker(T) & R'®) = (R @ R™)/ ({0ge} & R) / (ker(T) & R18) /({0ge} & R)

wobei wir die Vektorraume {Og2} @ R'8 < ker(T) @ R'® < R? @ R'® verwendet haben.
Durch zweimaliges anwenden des zweiten Isomorphismussatzes erhalten wir

(R* ® R'®)/ ({02} ® R') 2= (R* ® {Opis})/ (R* @ {Ois } N {02} ® R'®)
= (R*® {Ogs })/ {Oga0 }
~ R?,

sowie

(ker(T) ©R')/({0g2} © R'®) == (ker(T) @ {Opas }) / (ker(T) & {Ogis } N {02} & R'®)
= ker(T) @ {Ogis } /{OR20 }
= ker(T).

Daher folgt
R?°/ ker(S) =2 R?/ ker(T).

Wir nennen ¢ den dadurch gegebenen Isomorphismus ¢: R?/ ker(T) — R?"/ ker(S). Des
Weiteren wéhlen wir fiir i den Isomorphismus

P: im(S) — im(W) 1)
(w,0...,0) —» w )

der durch das Vergessen der letzten 37 Koordinaten eines Vektors w € im(S) = im(T) &
{(0,...,0)} < R* gegeben ist.

Eine leichte Rechnung ergibt dann das gewiinschte Resultat. Es gilt fiir alle x € IR?/ ker(T),
dass

¥(S(o(x))) = ¢(5(,0,...,0)) = p((T(0v),0,...,0)) = T(v) = T(x)
wobei v € R? ein Représentant von x ist. Hier haben wir verwendet, dass (v,0,...,0) ein

Représentant von ¢(x) ist.

(b) Wahlen wir beliebige Basen B von IR?/ ker(T) und C von im(T), so sind ¢(B) und ¢~ 1(C)




Basen von R/ ker(S) beziehungsweise im(S). Weiters sind die beiden Abildungsma-
trizen [T]5 und [E}i(fz ¢ identisch. Folglich kann man die Abbildungen T und S nicht
voneinander unterscheiden, wenn man die entsprechenden Basen wihlt.

-1

1
(c) Wir berechnen zunéchst, dass ker(T) = ( , . ). Somit konnen wir fiir jede

1 -2
Nebenklasse x + ker(T) einen Représentanten finden, dessen ersten beiden Koordinaten
verschwinden. Die induzierte Abbildung ist also gegeben durch

T(x+ker(T)) =T

T O O

6. Sei A = (”
C

b
d) S M2><2(]R) und

(A RExR* SR, (x,y)s:=x'Ay.

(a) Zeigen Sie, dass (, )4 genau dann ein Skalarprodukt ist, wenn die folgenden Bedingungen
erfullt sind:
e A=At alsob=c.
e a>0undad—b* > 0.
(Fiir einen Vektorraum V ist eine Abbildung B: V x V — R ein Skalarprodukt, wenn
* (positiv definit): B(x,x) > 0 fiiralle x € V und B(x,x) =0 < x = 0.
e (symmetrisch): B(x,y) = B(y, x) fiiralle x,y € V.
o (bilinear): B ist bilinear, das heisst B ist linear in beiden Koordinaten.)
(b) Fiir welche Matrizen A € May»(R) beschreibt (, )4 eine Linearform auf R? x RR?, also
(,)a € (R* x R?)*?
(c) Zeigen Sie, dass eine Matrix A € My« (R) invertierbar ist, falls (, ) 4 ein Skalarprodukt ist.

(d) Finden Sie ein Beispiel fiir eine invertierbare Matrix A € M4 (R), fiir die (, ) 4 kein Skalarpro-
dukt ist.

(e) Seix € R2und A € My«»(R) gegeben. Zeigen Sie, dass £(y) = (x,y) 4 eine Linearform auf IR?
beschreibt. Driicken Sie ¢ in der dualen Basis {e},e;} der kanonischen Basis des R? aus und
beschreiben Sie ker(¢) in Abhdngigkeit von x und A.

Solution:




(@) Sei A = (i Z) € My,2(R), und x = (1), y = (73 ) danniist

(oY) = (11,12) (‘j Z) (il)

=axiy1 + bx1y2 + cx2y1 + dy2x2.

Die linearitit des Skalarprodukts folgt aus den Eigenschaften der Multiplikation von Ma-

trizen. Ausserdem, ist (x,y) = (y, x) fiir alle x,y € R?, genau dann wenn
bx1yz + cy1x2 = by1xz + cx1y2,

d.h. wenn b = c ist. Zusitzlich ist (x, x) > 0, fiir alle 0 # x € R?, genau dann wenn
(x,x) = ax? + 2bxyxo + dx3 > 0.

Wenn wir nun den obigen Ausdruck als Polynom in der Variablen x; betrachten, dann ist
(x,x) > 0 genau dann wenn a > 0 und die Diskrimnante A des quadratischen Polynoms
negativ ist, also

A = (2bx7)* — 4(adx3) = 4x3(b* — ad) < 0,

d.h. ad — b? > 0.

(b) Nach der vorherigen Teilaufgabe gilt fiir A = (ﬂ b) € My.»(R), dass (-, ) 4R? x R? —
c

d
R durch

(x,y) 4 = ax1y1 + bx1yz + cxoy1 + dyaxy,

gegeben ist. Insbesondere gilt fiir A € IR, dass
(A6 y))a = (Ax,Ay)a = Ax'A(Ay) = V' Ay = A% (x, ) a.

Daraus folgt, dass (-,-) 4 genau dann eine Linearform ist, falls es die Nullabbildung ist,
andernfalls wire die Abbildung nicht linear. Jedoch gilt

((0),(GNa=a ((5), (ANa=b ((}).(GNha=¢c ((}).(9)a=4,

also ist (-, -) 4 die Nullabbildung genau dann, wenn A = 0.

b

(c) Um zu zeigen, dass A = <Z p

) € Mjy«2(R) mit ad — b? > 0 invertierbar ist, miissen wir

B = <e f) € My »(R)

eine Matrix

g h

finden, sodass

10 _ AB— ae+bg af + bh 1 0\ Ao ea+ fb eb+ fd
0 1) = \be+dg bf+dn)’ \0 1) T \ga+hb gb+hd)’

10




(d)

(e)

Aus den Bedingungen be +dg = 0 = eb + fd folgt f = g (beachte, dass d # 0 gelten
muss!). Durch die Bedingung ea + fb = 1 erhalten wir

i

a

Setzen wir diesen Ausdruck nun in eb + fd = 0 ein und l6sen nach f auf, so folgt

b
f=—w—w

Daraus ergibt sich

1o d
T a ad-—0b?

Eine analoge Rechnung ergibt fiir /s den Ausdruck

e

_1—-gb a
T d T ad—b?

h

Zusammenfassend erhalten wir, dass

1 d —b
B= a2 (—b . > € My« 2(R)

die inverse Matrix von A ist.

0
-1
ist1-(—1) — 0% < 0, somit kann (-, -)c kein Skalarprodukt sein.

1
Zum Beispiel ist die Matrix C = (0 ) € Mjy»(R) invertierbar, denn C? = 1,. Jedoch

b
? d) € Myy»(R). Dann ist £ in der Basis {e],e5}

Wir fixieren x = (¥)) und A = (
c

gegeben durch
¢ = (axy + cxp)e] + (bxy +dxp)e5.
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