D-MATH Lineare Algebra II FS 2024
Prof. Dr. S. Zerbes

Musterlosung Serie 22

QR-ZERLEGUNG, DUALRAUME

1. Berechne eine Zerlegung A = QR der Matrix

-1 1 -1
A= 2 0 1
-2 1 0

in eine orthogonale Matrix ) und eine rechte obere Dreiecksmatrix R. Verwende
diese Zerlegung, um das lineare Gleichungssystem Ax = b fiir b = (0,3, —3)T zu
16sen.

Losung: Mit dem Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren findet man die ge-
suchten Matrizen

~1/3 2/3 —2/3 3 -1 1
Q=123 2/3 1/3] wd R={0 1 0
~2/3 1/3 2/3 0 0 1

Durch Multiplikation der Gleichung Az = QQ Rx = b von links mit der invertierba-
ren Matrix Q! = Q7 erhélt man das dquivalente Gleichungssystem Rz = QTb =
(4,1,—1)T. Da R obere Dreiecksgestalt hat, erhiilt man hieraus schnell die Losung
r=(2,1,-1)T.

2. Berechne eine QR-Zerlegung von
1 10
011
1 01

Liosung: Wir wenden Gram-Schmidt auf die Spalten von A an und erhalten eine
orthogonale Basis (vq, vg, v3). Der Algorithmus liefert

1
v = A(l) = 0 s
1
vy, A@ 1 1
UQ=A(2)—QU1=— ’
o 2\ 1
—1
U1, A(3) Vo, A(3) 2
U3:A(3)—< 2>U1—< 2>’U2:§ 1
on ] w2 1



Wir setzen rekursiv die Formeln ein und erhalten

vy = AWM
vy = —%A(l) + A@
1 1
— AW _ ZA@ 4 46),
BTy 3

Normierung liefert die ONB (wy, ws, w3) mit w; = mM (1 =1,2,3), wobei

3 2
orl = v2, ea] \@ fosll = —=

Gegeben Vektoren 0y, ...,0, € K™ sei (01| |0,) € Mpy,xn(K) die Matrix, deren
Jj-te Spalte gleich v; ist. Dann folgt aus obiger Rechnung

1 =5 —3 V2 00

2 3
Af 0 1 _% = (v1 |ve] v3) = (wy |we| ws) 0 % 0
0 0 1 0 ) 2
V3

Mittels Gausselimination berechnet man

1 -1 —3]1 0 Zl+%1—§010§
001 —5/010f—"—10 1 0013
0 0 11]00 1/%%% \o 0 1(00 1
1 1
sz (L0015 3
—=(o1o0jo1
001(00 1
und es folgt
V2 0 0 11
; A
A= (wilwws) | 0 /3 0 |lo 11
2J\0 01
0 0
1 1 1 1 1
SRR AW A
:0\/§L 0\/EL
3 V3 2 V6
A _ 1 L o 0 =
Vi V6 B V3

. Sei A € O,(R). Zeige, dass es einen eindeutigen Unterraum U < R" gibt, so dass
Aly = idy und A(U*) < Ut ist und Ay keine Fixpunkte ausser 0 € U~ hat.

Lésung: Sei U der Eigenraum von A zum Eigenwert 1 (insbesondere U = {0} falls
1 kein Eigenwert von A ist). Dann erfiillt U die Behauptungen. In der Tat gilt per
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Definition dass A|y = idy ist. Sei nun w € U+, also {u,w) = 0 fiir alle u € U,
wobei (, ) das euklidische Skalarprodukt von R" ist. Dann gilt aber

0 = (u,w) = (Au, Aw) = {u, Aw),

da A orthogonal ist und u laut Voraussetzung invariant unter A. Da dies fiir alle
u € U gilt, folgt also Aw € U+, dh. A(U+) < Ut. Wire nun w € U+ \ {0} ein
Fixpunkt, dh. Aw = w, dann wire es ein Eigenvektor zum Eigenwert 1, dh. w € U.
Das ist ein Widerspruch da U n U+ = {0} ist.

Nehmen wir nun an wir hiatten einen weiteren Teilraum W mit den Eigenschaften
aus der Aufgabe. Die Bedingung A|y = idy ist dquivalent dazu, dass W im
Eigenraum von A zum Eigenwert 1 enthalten ist, also W < U. Ware W ein echter
Teilraum von U so gibe es einen Vektor 0 # w € U senkrecht zu W. Dann ist w
ein Fixpunkt von A, der in W+ \ {0} enthalten ist, ein Widerspruch.

. Sei V= C([-1,1],R) der Vektorraum der stetigen reellwertigen Funktionen auf
dem Intervall [—1, 1] mit dem inneren Produkt

Gy = | f@los

fir f,ge V. Sei ¢ : V — R das lineare Funktional definiert durch ¢(f) = f(0).

Zeige, dass kein g € V existiert, sodass

VeV o(f)={ 9
ist.
Warum ist dies kein Gegenbeispiel zu Theorem 15.7.3 der Vorlesung?

Losung: Nehme an, dass ein solches g € V' existiert. Sei fy = 1 auf dem Intervall
[—1,1]. Dann wére

1= fol0) = {for g) = f 1 - g(a)de = j_1g<x>d:c.

Also existierte ein zg € (—1,1) mit g(xy) > 0 und, da g stetig wire, existierte
ein offenes Intervall Uy mit xg € Up, sodass g(x) > 0 auf Uy wére. Indem wir U
wenn notig schrumpfen, konnten wir annehmen, dass 0 nicht im Abschluss von U
enthalten wire. Per Definition wére h(0) = 0.

Definiere h € V' als stetige Funktion auf [—1,1], welche auf einem Subinterval
U, von Uy strikt positv wére und iiberall sonst verschwénde, zum Beispiel als
stiickweise lineare Funktion wie in Aufgabe 6.(b) der 21. Serie.

Dann wére

1

0= h(0) = (hogy = | h()g(a)de = f h(z)g(x) > 0.

-1



Die ist ein Widerspruch und zeigt somit, dass g nicht existiert.

Das widerspricht nicht dem Theorem 15.7.3, da dieser Satz nur fiir endlich dimen-
sionale Rdume gilt.

. Fiir einen endlich-dimensionalen euklidischen Vektorraum (V,{, )) betrachte den
Isomorphismus

5V - V* - HOmR(V7R)7 v — (5(1}) = <U, >

(a) Zeige, dass genau ein Skalarprodukt ( , )* auf V* existiert, so dass 0 eine
[sometrie ist.

(b) Sei B eine geordnete Basis von V| und sei B* die zugehorige duale Basis
von V*. Gib die Darstellungsmatrix von ( , )* beziiglich B* in Termen der
Darstellungsmatrix von { , ) beziiglich B an.

Losung:
(a) Die Abbildung 0 ist eine Isometrie fiir das gesuchte Skalarprodukt {, )»* genau
dann, wenn gilt:
Vo,we V: (0(v),d(w))" = {v,w). (1)

Da ¢ bijektiv ist, existiert genau eine Abbildung {, »* mit dieser Eigenschaft.
Definieren wir also {, )* durch die Beziehung (1) oder, dquivalenterweise,

durch
™= 67NN, 67 ()

fiir alle A\, u € V*, so folgt aus der Linearitit und Injektivitit von 6!, dass
dies ein Skalarprodukt auf V* mit der gewiinschten Figenschaft definiert.

(b) Sei B = (v, ...,v,) eine geordnete Basis von V und

= [(Dls = (nwp),,

die Darstellungsmatrix von (, ) beziiglich B. Dann ist §(B) := (6(v1),...,0(vy))
eine geordnete Basis von V'*, und nach Konstruktion ist die Darstellungsma-
trix von (, )* beziiglich 6(B) gleich

[ sy = (€Ovi),8())%),, = (i), = A

Sodann sei B* = (v, ..., v¥) die duale Basis zu B. Fiir alle j und & gilt dann
(Z%%W) = Dl = Fw )t = W) = 3(w;)(w)

Durch Variieren von k folgt daraus

vj) = Z<vj,v,~>vf.



Also ist die Basiswechselmatrix zwischen 6(B) und B* gleich

B*[idv]g(B) = (<Ujavi>)i’- = AT = A.

J

Deren Inverse ist die Basiswechselmatrix

8(B) [idv*]B* = (AT)_I.

Nach der Basiswechselformel aus §10.4 der Vorlesung folgt daraus

[, Y]+ = 8(B) [idv*]g* ¢ >*]6(B) ) lilye]
= ((AT)THTAAT = A7tAaaTt = AL



