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Musterlosung Serie 25

ISOMETRIEN, TENSORPRODUKT

1. Gegeben sei die reelle Matrix

221
A= -1 -2 -2
2 1 -2

(a) Zeige, dass A orthogonal und det A = 1 ist.
(b) Bestimme die Drehachse und den Drehwinkel von T4 : R? — R? v +— Av.

Lésung:

(a) Durch direktes Ausrechnen zeigt man ATA = I3 und det A = 1.

(b) Nach dem Satz vom Fussball ist die Abbildung L4 eine Drehung. Die Dreh-
achse ist enthalten im Eigenraum von A zum Eigenwert 1, den wir bestimmen

als
3
1

Weiter existiert eine geordnete Orthonormalbasis B mit
1 0 0
BlAl =10 cosp —sing |,
0 sing cos

fiir einen Drehwinkel ¢ € [—m, 7]. Es folgt
2
1+2cos¢p = Spur g[A]p = Spur A = —3
also
¢ = arccos(—5/6) = m — arccos(5/6) ~ 146.44°.

Aliter: Nachdem die Rotationsachse bestimmt wurde, bestimme einen dazu
orthogonalen Vektor, zum Beispiel

1
3
0

Sein Bild w := Aw ist also auch in der Ebene, welche orthogonal zur Rotati-
onsache ist, enthalten. Wir konnen den Winkel ¢ berechnen durch

o),

¢ = arccos(cos(p)) = arccos (
[0l el
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2. Zeige: Fiir jeden orthogonalen Endomorphismus f eines n-dimensionalen euklidi-
schen Vektorraumes V' gilt
| Tr(f)] < n.

Fiir welche f gilt Gleichheit?

Lésung: Wir bemerken zunéchst, dass Tr(f) = Tr(A) fiir jede Darstellungsmatrix
A€ M,y ,(R) von f beziiglich einer Orthonormalbasis B gilt. Wir zeigen, dass A
dann orthogonal ist, also ATA = I, = AAT. Da fiir ein Paar u,v € V die Gleichung
{fu, fvy = {u,v) gilt, erhalten wir

(Au)" M (Av) = um AT M Av = u” M,

wobei M die Darstellungsmatrix des inneren Produkts beziiglich B ist. Da die
vorherige Aussage fiir jedes Paar u,v € V gilt, erhalten wir

ATMA = M.

Da B orthonormal ist, folgt M = I,. Also ist ATA = I,,. Wir schliessen, dass
die Spalten von A eine Orthonormalbasis von V' bilden. Insbesondere hat jeder
Diagonaleintrag a;; von A Norm kleinergleich 1. Daraus folgt

Tr(f) = Tr(A) < n.

Gleichheit gilt genau dann wenn jeder Diagonaleintrag Norm 1 hat und wenn alle
diese Eintrédge das selbe Vorzeichen haben, also wenn A = +1,, ist. Tatséchlcih ist
f in diesen Féllen + die Identitét.

Aliter: Nach dem Spektralsatz existiert eine geordnete Orthonormalbasis B von V/,
so dass die Darstellungsmatrix von f beziiglich B die Form

D,
(M]3 =
D,
hat, wobei Dy, gleich 1 oder gleich (% ) ist mit a? + b7 = 1.

—by ag

Im ersten Fall gilt |Tr(Dy)| = 1 und im zweiten Fall | Tr(Dy)| = [2ax] < 2.
Zusammen gilt daher

r

[ Te(f)] =1 D, Te(Dp)| < D | Te(De)| < .
k=1

k=1

Gleichheit gilt genau dann, wenn fir alle Dy, vom zweiten Typ | Tr(Dy)| = 2 gilt
und wenn alle Diagonaleintriige von [M;]5 das gleiche Vorzeichen besitzen. Dies
ist genau dann der Fall, wenn f = +idy ist.
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Aliter ohne Spektralsatz: Sei B = (by,...,b,) eine beliebige geordnete Orthonor-
malbasis von V. Fiir jedes 1 < j < n gilt dann

fby) = Z Cbi, f(b5)) - bi.
Somit hat f die Darstellungsmatrix [M;]5 = ((b;, f(b;)))s;. Daraus folgt
Te(f) = Tr([Mf5) = > bi, F(bi)).
i=1

Da f orthogonal ist, gilt fiir jedes ¢ nun aber ||b;| = | f(b;)| = 1. Nach der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung haben wir daher

(i, FOD] < A/ 0ill* 1 (B = 1.

Durch Aufsummieren folgt daraus | Tr(f)| < n, wie gewiinscht.

Ausserdem gilt | Tr(f)| = n genau dann, wenn die reellen Zahlen (b;, f(b;)) alle
gleich 1 oder alle gleich —1 sind. In diesem Fall haben wir fiir jedes ¢ auch Gleichheit
in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, und daher ist f(b;) linear abhéngig von b;.
Somit ist f(b;) = b; fiir alle 4, oder f(b;) = —b; fiir alle 4, also f = +idy.

. Betrachten Sie zwei zweidimensionale Teilriume E;, Fy < R3. Beschreiben Sie die
Menge der Elemente T' € SO3(R), so dass

TE, = Ey

gilt, in Bezug auf orthogonale Basen von F; und Fj.
Hinweis: Gehen Sie zundchst davon aus, dass E) = Ey = Sp(eq, e3) ist.

Solution: Zunéchst bestimmen wir zwei Orthonormalbasen vy, vy, v3 und w1, woy, ws
von R? mit vy, vy € E; und w;, wy € Es. Dies liefert orthogonale Matrizen M, :=
(vivovs) und My := (wywsews). Diese haben Determinante +1 , und nach etwai-

gem Ersetzen von vs durch —v3, beziehungsweise von w3 durch —ws, kénnen wir
erreichen, dassdet (M;) = det (M;) = 1 ist.

Sodann erinnern wir uns daran, dass die Drehungen von R? die Gruppe SO(3) aller
orthogonalen Matrizen mit Determinante 1 bilden. Insbesondere ist jede Kompo-
sition von Drehungen und die Inverse jeder Drehung wieder eine Drehung, und
nach Konstruktion sind M; und My Drehungen.

Sei nun FE, der von den Standardbasisvektoren e, ey aufgespannte Unterraum.
Nach Konstruktion gilt dann M;FEy = E; und MyFE, = FE,. Fiir eine beliebige
Drehung T' gilt dann

TEl = EQ < TMlEO = M2E0 < M2_1TM1E0 = E().
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Alsoist D := M;lTMl eine Drehung mit DFEy = Ep, und T' = MQDMfl. Es bleibt
daher, alle Drehungen D mit DEy = Ej zu bestimmen. Eine solche Drehung muss
auch das orthogonale Komplement von Ej in sich abbilden. Dieses ist von dem
Standardbasisvektor ez erzeugt. Wegen ||Des| = |les|| = 1 muss dann Desg = +eg
sein.

Im Fall De3 = e3 ist D eine Drehung um die Achse Reg, und alle solchen sind
gegeben durch die Matrizen

1 0 0
S=10 -1 0
0 0 -1

eine Drehung mit SFy = E, und Ses = —e3.Im Fall Des = —e3 ist daher S~'D
eine Drehung mit S'DEy = Ey und S™'Dez = e3. Somit ist S™'D = D, fiir ein
¢ und damit D = SD,. Die Menge aller Drehungen D mit DE, = Ej ist daher

{Dy | peRYU{SD, | p e R}
Die Menge aller Drehungen 7' mit T'Ey = E ist also schlussendlich
{MyD, M | o e R} U {MySD M | o € R}

4. Angenommen, T' € Hom(R?) und 5,7 sind Eigenwerte von T. Beweisen Sie, dass
Tc keine nicht-reellen Eigenwerte hat.

Lésung: Da T € Hom(R?), hat das Polynom xr(x) = xr.(z) reelle Koeffizienten.
Daher, wenn 7T einen weiteren nicht-reellen Eigenwert A hitte, wire A # A auch
ein Eigenwert von T¢. Somit hitte T 4 Eigenwerte. Aber dime((R?)¢) = 3, was
zu einem Widerspruch fiihrt.

5. Sei S; = {1,2,2x,2% ..., 2%} und Sy = {1, 2,22, ..., 2%}. Sei K ein Kérper. Zeigen
Sie, dass K (S7) nicht isomorph zu K (S5) ist.

Ldsung: Wir wissen aus der Vorlesung, dass dimg(K(S1)) = |S1| = k + 2 und
dimg (K(S3)) = [Se| = k + 1. Daher konnen diese beiden Vektorrdume nicht
isomorph sein.

6. Vereinfache den folgenden Ausdruck in R? ® R?.

3 1 2 5
el Gelo)20)e)-C)e
2 1 1 1
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Léosung: Wir driicken jeweils den ersten Faktor als Linearkombination der Stan-
dardbasisvektoren ([1)) und ((1)) aus, benutzen die Linearitdt des Tensorprodukts
in der ersten Variablen, und fassen dann alle Terme mit demselben ersten Fak-
tor zusammen unter Benutzung der Linearitdt des Tensorprodukts in der zweiten
Variablen. Wir rechnen also

(e (1)- ( <s> @)@ —2
)o(1) O
)

und analog

4
2+0)®
2

1 3

0] = ®0+ ®
1 (3

2

1

1

—6 3 2
s (Dol 2]+ (o) lo]+ (D)= (o
—4 3 2
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N O N WO W
+
|
(IR
=
|
=N
~—



7. Seien V, W endlichdimensionale Vektorrdume iiber einem Korper K. Zeige
V*® W =~ Hom(V,W).

Solution: Definiere die Abbildung
p: VExW — Hom(V, W)
(Lw) = (Quw v —L(v)w)
Nach den Regeln der Addition und Skalarmultiplikation fiir lineare Funktionale
und lineare Abbildungen folgt, dass diese Abbildung bilinear ist (Nachrechnen!).
Also existiert eine eindeutige lineare Abbildung 7 : V*® W — Hom(V, W), sodass
das Diagram

VEXW — L s VW
<p ‘/
n
Hom(V, W)

kommutiert. In anderen Worten gilt fiir beliebige £ € V* we W

77(€®w) = Pw)-
Zuerst zeigen wir, dass diese Abbildung surjektiv ist. Seien L € Hom(V, W) und

B = {e;}!, eine Basis von V und sei B* die korrespondierende Dualbasis. Be-
trachte {w; := L(e;) | 1 <i < n} c W. Jetzt gilt fiir ve V

" (2 et @wi) (©) = Y 0t (Z e;f<v>ej> = e @)Lle) = L)

i=1

1

ips A

Also ist n surjektiv.

Als niichstes zeigen wir die Injektivitdt von 7. Sei C = {f;}J, eine Basis von W.
Nehme an, dass

n (Zn:i a;(e; ®fj)> =1 (Zn:i Bij (€5 ®fj)> :

i=1j=1 i=1j=1

Dies ist dquivalent zu
YveV: ZZOéijef(U)fj = 225@6?(0)]}
sWweV, Vi<j<m: Y ayelv) =Y. fyet(v)

n
<sVi<j<m: Zaijefzz:ﬁijef

S Vi<j<m, V1<

N
S
2
<.
&
<



woraus folgt
ZZ aij(ef @ f;) :ZZ i(er ® fj)-

Also ist n injektiv, und damit sind wir fertlg.



