D-MATH Lineare Algebra II FS 2024
Prof. Dr. S. Zerbes

Musterlosung Serie 26

TENSORPRODUKT

1. Zeige: Ist 1 < n := min{dimy(V7), dimg(V3)} < oo fiir Vektorrdume V; und V5, so
ist jeder Tensor in V; ®x V5 eine Summe von n reinen Tensoren, aber im allgemeinen
nicht von n — 1 reinen Tensoren.

Lésung: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir n = dimg(V3) <
dimg (V1) annehmen. Sei {b;};cr eine Basis von V; und sei {b,...,b),} eine Basis
von V5. Dann ist

{bi®b;\i€[,1<j<n}

eine Basis von V; ® V5. Jeder Vektor v € V| ® V5 lédsst sich daher schreiben als
o= X Sanon
el j=1

/

fiir eindeutige Koeffizienten a;; € K. Mit v; := >,

v = Zvj ®b}.
=1

Also ist v die Summe der n reinen Tensoren vy ® b, ..., v, ®U,.

CLijbi € ‘/1 fur alle j fOlgt

Wir miissen weiter zeigen, dass ein Tensor existiert, welcher nicht die Summe
von n — 1 reinen Tensoren ist. Wegen dim(V;) > dim(V3) konnen wir dabei
{1,...,n} C I annehmen.

Behauptung. Der Tensor v := " | b; ® b} lasst sich nicht als Summe von n — 1
reinen Tensoren schreiben.

Beweis. Angenommen, es sei v = Z;:ll v; @ w; fur Vektoren v; € V; und
w; € Va. Aus Dimensionsgriinden existiert dann eine nicht-verschwindende Lin-
earform ¢: Vo — K mit f(w;) = 0 fiir alle ¢ = 1,...,n — 1. Durch Anwenden der

linearen Abbildung idy, ® ¢: V; ® Vo — V) @k K erhalten wir

n—1

=1

Da die Vektoren b; ® 1 f’ur alle ¢« € I eine Basis von Vi ®x K bilden, folgt daraus
((b;) = 0 fiir alle 7. Da andererseits die b eine Basis von V5, bilden, folgt daraus
¢ =0, im Widerspruch zur Annahme. ]



2. Sei V ein Vektorraum der Dimension n und sei ¢ ein Element von V ®x V. Seien
B=(b1,...,b,) und B" = (b},...,b,) geordnete Basen von V' und schreibe

ij=1 ij=1

mit eindeutigen Koeffizienten «;;, a; € K. Beschreibe die Beziehung zwischen
den Matrizen

e I
A= (jhicijen  und A" = (0g))1<ij<n
in Termen der Basiswechselmatrix [id]5,.

Lésung: Die Matrix M := [id]53, = (my;);; ist charakterisiert durch die Formel
bi = >y my;b), fiir alle i. Es folgt

t = zn:%‘jbi@bj = Z%(kaib;f) ® <Zm€jb/f>
k y4

i,j=1 ]

§ : / /
= QMM TNy bk X bg

i7j7k7z

§ : § : / /
= < Ozijmkiﬂ’ng)bk X bg .

k,l 1,7

Da {b; @0} | i,j =1,...,n} eine Basis von V ® V' bildet, folgt fiir alle k, ¢

/ 2 :
Ay = M Qg5
ihj

In Matrizen bedeutet dies A’ = M - A- M7,



3. Verwenden Sie die universelle Figenschaft des Tensorprodukts, um zu zeigen, dass
VeWwW=weV

fiir endlichdimensionale Vektorraume V, W iiber einem Korper K.

Lésung: Sei{vy,...,v,} eine Basis von V und sei {wy, ..., w,} eine Basis von .
Wir definieren die Abbildung

T:-VxW—-=W® ‘/, (Z a;v;, ijﬂ]j) — Zaibj(wj (%9 Uz’)-
2

Die Bilinearitat von T folgt unmittelbar aus der Definition.

Wir méchten zeigen, dass das Paar (W @ V,T) dieselbe universelle Eigenschaft
erfillt wie (V ® W,®). Sei also Z ein K-Vektorraum und ® : V x W — Z
eine bilineare Abbildung. Wir miissen beweisen, dass es eine eindeutige lineare
Abbildung n : W ® V' — Z gibt, sodass folgendes Diagramm kommutiert:

VxW 5 WeV
x ln
Z
Wir definieren 7 so, dass

n <Z cij(w; ® Uz‘)) = i ®(vi, wy).

.3 1,J

Die Definition zeigt eindeutig, dass n linear ist. Dariiber hinaus ist sie eindeutig,
weil eine Zuordnung auf Basiselementen eine lineare Abbildung eindeutig bes-
timmt.

Daher erfillt W @ V' dieselbe universelle Eigenschaft wie V @ W. Lemma 19.4.8
zeigt dann, dass sie kanonisch isomorph sind.

4. Seien U,V,W endlichdimensionale Vektorrdume iiber einem Korper K. Zeigen
Sie, dass
Hom(U & V, W) = Hom(U, Hom(V, W)).

Unwichtige Bemerkung. Wir sagen, dass der “Hom-Funktor” und das Tensorpro-
dukt ein adjungiertes Paar bilden.

Losung: Definieren wir die Abbildung

®: Hom(UV,.W) — Hom (U, Hom(V, W))

' o(r): U — Hom(V, W)
rvev->wl - U = T T(u®0)



Wir iiberpriifen, dass diese Abbildung linear ist: seien 7,0 € Hom(U ® V, W) und
a,b e K. Dann

(aT 4+ bo)u(v) = (a7 + bo)(u @ v)
=at(u®v) + bo(u® v)
= at,(v) + bo,(v)
Da dies fiir alle v € U und v € V gilt, haben wir ®(a7 + bo) = a®(7) + bP(0).

Dies beweist, dass ® linear ist. Wir miissen noch beweisen, dass ® eine lineare
Inverse zulasst. Betrachten wir die Abbildung

U Hom (U, Hom(V, W)) — Hom(U @ V, W)
o: U — Hom(V,W) . U(io): UV — W
u Ou u®v = 0y,(v)

Dies ist eine beidseitige Inverse von ®. Tatsachlich haben wir
(Wod)(r))(u®wv) = (B(r)(u)(v) = 7(u®wv)
[((‘PO‘I’)(U))(U)]( ) =¥ (0)(u®@v) =0ou(v)

Da v beliebig war, gilt (® o ¥)(o)(u) = o, als Elemente von Hom(V, W), und da
dies fiir alle u gilt, ist (U o ®)(0) = o als Elemente von Hom(U, Hom(V, W)).



5. Sei (V, (, >) ein unitarer Vektorraum. Bezeichne V' aufgefasst als reellen Vektor-
raum mit Vi. Zeige:

(a) Der Realteil Re (, ) ist ein (euklidisches) Skalarprodukt auf V.
(b) Fiir jede Orthonormalbasis B von (V, (, )) ist

{v,z’v | v E B}

eine Orthonormalbasis von (Vg,Re(, )).

(c) Jeder unitédre Endomorphismus von V ist ein orthogonaler Endomorphismus
von Vg.

Losung:

(a) Man priift direkt, dass Re( , ) bilinear ist; zum Beispiel gilt Re (\v,w) =

Re(A(v,w)) = ARe (v, w) fiir alle v,w € Vg und A € R. Wegen ReZ = Rez
fiir jedes z € C ist

Re (v,w) = Re( (w,v)) = Re (w, v)

fir alle v, w € Vg, also Re (, ) symmetrisch, und wegen (v, v) > 0 fiir alle v €
Ve~ {0} ist Re (, ) zudem positiv definit, also ein euklidisches Skalarprodukt.

(b) Jeder Vektor in V' ist eine komplexe Linearkombination der Basisvektoren
B, also auch eine reelle Linearkombination der Vektoren {v,iv|v € B}; Die
Vektoren v, v flir alle v € B erzeugen also V.

Aus (b, V') = dyy fiir alle b,b" € B folgt
Re <b, b/> = 5[,1,/,
Re (b, ib) = Re(i - dpy) = 0,
Re (ib, ib) = Re(i - (=) - 6y ) = Oy

Also ist {b,ib | b € B} eine Orthonormalbasis von (Vg,Re (, )).

(c) Fiir einen unitdren Endomorphismus f von V gilt (f(v), f(w)) = (v, w), also
Re (f(v), f(w)) = Re(v,w) fiir alle v,w € V, also f orthogonal beziiglich
Re ().



6. Sei f: V — V' eine lineare Abbildung von K-Vektorraumen, und sei L ein
Oberkorper von K. Zeige:
(a) Die Abbildung f ®idy: Vi, — V] ist L-linear.
(b) Kern(f ®id;) = Kern(f) ®x L.
(c) Bild(f ®idy) = Bild(f) ®xk L.
(d) Rang,(f ®idr) = Rang(f).

Losung:

(a) Nach Konstruktion ist die Abbildung f ® id; K-linear, also insbesondere
additiv. Ausserdem gilt f’ur allev € V und z,y € L

(foid)(z-(vey) = (feid)(vewy) = f(v)@xy
= z-(f(v)®y) = z-(fid)(vay).
Da jedes Element v € V ®g L eine Summe von Elementen der Form v ® y
ist, folgt
(f@id)(z-0) =z (f ©id.)(0)
f’ur alle z € L. Insgesamt ist f ® id; also L-linear.

(b-c) Wihle eine Basis B von Kern(f), ein Komplement U C V von Kern(f), sowie
eine Basis B’ von U. Dann induziert f eine bijektive Abbildung von B’ auf
eine Basis B” = f(B’) von Bild(f). Nach der Vorlesung sind dann

B:={b®1|be B} eine Basis von Kern(f) ® L,
B={®1|VcB} eine Basis von U ® L,
BUB ={b®1|bec BUDB'} eine Basis von V ® L,
B :={t"®1|Vt' e B"} eine Basis von Bild(f) ®x L.

Insbesondere ist somit
V ®k L= (Kern(f) @k L) ® (U ®k L).

F’ur jedes b € B gilt (f®id)(b®1) = f(b)®1 = 0® 1 = 0; also ist
B C Kern(f ®idy) und somit Kern(f) ®x L C Kern(f ® idy). Andererseits
bildet f ® id;, die Menge B’ bijektiv auf B” ab und induziert daher einen
Isomorphismus U ®x L — Bild(f) ®x L. Zusammen impliziert dies also
Bild(f ® id;) = Bild(f) ®x L und Kern(f ® idy) = Kern(f) @ L, wie
gewtinscht.

(d) Aus der Definition des Rangs, der Aussage (c), und der Dimensionsinvarianz
der Basiserweiterung folgt

Rang; (f ®idy) = dimy(Bild(f ®idy))
— dimg(Bild(f)) = Rangy(f).



7. Seien U und V Vektorrdume iiber einem Korper K, und sei f € Hom(U), g €
Hom(V'). Definiere
fg: UV =-UV

durch
feglveow)=f(v)®g(w).

Beweisen Sie, dass

Tr(f ® g) = Te(f) Tr(g).

Lésung: Sei B = {uy,...,un} bzw. C = {vy,...,v,} eine Basis von U bzw. V.
Dann ist eine Basis fiir das Tensorprodukt U ® V' gegeben durch

D={u;®@up |1 <i<m, 1 <k<n}.

,,,,, m = [f]3und B = (bpe)ri=1...n = [9)S. Dann gilt per Definition

Somit sind die Diagonaleintrige von [f ® ¢g]5 gegeben durch
{a;ibr | 1 <i<m, 1 <k<n}.

Da die Spur nicht von der Wahl der Basis abhéngt, erhalten wir

f & g Z Z aubkk - (Z am) (Z bkk) = tr(f) tr<g)'

=1 k=1



