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Determinant

1. Jeder der folgenden Ausdrücke definiert eine Funktion D auf der Menge der 3ˆ 3-
Matrizen über R. In welchen dieser Fälle ist D eine 3-lineare Funktion?

(a) DpAq “ A11 ` A22 ` A33;

(b) DpAq “ A2
11 ` 3A11A22;

(c) DpAq “ A11A12A33;

(d) DpAq “ A13A22A32 ` 5A12A22A32;

(e) DpAq “ 0;

(f) DpAq “ 1.

2. Beweise die folgende Proposition:

Proposition (Satz 10.2.3 des Skripts). Es sei A P MnˆnpKq, und es sei B eine
Matrix, die wir von A durch die elementare Zeilenumformung X erhalten.

(a) wenn X “ P pr, sq fuer 1 ď r ă s ď n, dann gilt detpBq “ ´ detpAq;

(b) wenn X “Mpr, λq fuer 1 ď r ď n und λ P Kˆ, dann gilt detpBq “ λ detpAq;

(c) wenn X “ Spr, s, λq fuer 1 ď r, s ď n, r ‰ s und λ P Kˆ, dann gilt detpBq “
detpAq.

3. Seien xi und yi Elemente eines Körpers mit xi ‰ yj für alle i, j; und sei

Fnpx1, . . . , xn, y1, . . . , ynq :“ det

˜

ˆ

1

xi ´ yj

˙

i,j“1,...,n

¸

.

(a) Beweisen Sie für alle n ě 1 die Rekursionsformel

Fnpx1, . . . , ynq “

śn´1
i“1 pxn ´ xiqpyi ´ ynq

śn
i“1pxi ´ ynq

śn´1
i“1 pxn ´ yiq

Fn´1px1, . . . , yn´1q.

Hint. Subtrahieren Sie die letzte Spalte von jeder anderen Spalte. Substra-
hieren Sie dann ein geeignetes Vielfache der letzten Zeile von jeder anderen
Zeile.

(b) Leiten Sie daraus eine Formel für Fnpx1, . . . , ynq her.
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(c) Zeigen Sie, dass mit cn :“
śn´1

i“1 i! gilt:

det

¨

˚

˚

˚

˝

1 1
2

1
3

¨ ¨ ¨ 1
n

1
2

1
3

1
4

¨ ¨ ¨ 1
n`1

...
...

...
. . .

...
1
n

1
n`1

1
n`2

¨ ¨ ¨ 1
2n´1

˛

‹

‹

‹

‚

“
c4n
c2n

.

4. Sei K ein kommutativer Ring mit 1. Sei A P MnˆnpKq. Definiere Mij als die
Determinante der pn´ 1q ˆ pn´ 1q-Matrix, die sich aus der Streichung der Zeile i
und Spalte j von A ergibt. Betrachte dann

C :“
`

p´1qi`jMij

˘

1ďi,jďn
und adjpAq :“ CT

“
`

p´1qi`jMji

˘

1ďi,jďn
.

Sei ausserdem det die Determinantenfunktion auf nˆ n-Matrizen uber K. Zeige:

(a) padjAqA “ ApadjAq “ pdetAqI;

(b) detpadjAq “ detpAqn´1;

(c) adj
`

AT
˘

“ padjAqT .

(AT ist die Transponierte von A.)

5. Sei n P Ně2. Zeige

det

¨

˚

˚

˚

˝

1 x1 x21 ¨ ¨ ¨ xn´11

1 x2 x22 ¨ ¨ ¨ xn´12
...

...
...

...
1 xn x2n ¨ ¨ ¨ xn´1n

˛

‹

‹

‹

‚

“
ź

1ďiăjďn

pxj ´ xiq.

Bemerkung : Produkte dieser Art werden Vandermonde Determinanten genannt
und die obige Matrix wird Vandermonde Matrix genannt.

Hint. Benutze die Formel

xm ´ ym “ px´ yqpxm´1 ` xm´2y ` ¨ ¨ ¨ ` xym´2 ` ym´1q

und die vorhangehenden Übungen.
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Single Choice. Pro Aufgabe ist genau eine Antwort korrekt.

1. Für welche x P R gilt det

¨

˝

1 1 1
1 x 1
1 1 x

˛

‚“ 1?

© x “ ´2

© x “ 2

© x “ ´1

© x “ 1

2. Sei n P N. Wenn

det

¨

˝

xn xn`2 x2n

1 xn a
xn`5 xa`6 x2n`5

˛

‚“ 0, für alle x P R

gilt, dann ist a gleich

© n

© n´ 1

© n` 1

© Keine der obigen Möglichkeiten
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