
D-MATH Lineare Algebra II FS 2024
Prof. Dr. S. Zerbes

Serie 21

Skalarprodukt, Orthogonalität

1. (a) Angenommen θ P R. Zeigen Sie, dass

ˆ

cos θ
sin θ

˙

,

ˆ

´ sin θ
cos θ

˙

und
ˆ

cos θ
sin θ

˙

,

ˆ

sin θ
´ cos θ

˙

orthonormale Basen von R2 sind.

(b) Zeigen Sie, dass jede orthonormale Basis von R2 eine der Formen in (a) hat.

2. Betrachten Sie
"

A1 :“

ˆ

1 1
1 1

˙

, A2 :“

ˆ

0 3
3 0

˙*

PM2ˆ2pRq

und versehen Sie M2ˆ2pRq mit dem in Serie 20 Übung 6 definierten Skalarprodukt.
Finden Sie eine orthonormale Basis von LHpA1, A2q.

3. Seien V ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum und S Ă V ein Ortho-
normalsystem. Zeige, dass sich S zu einer Orthonormalbasis von V ergänzen lässt.

4. Ein Unterraum U von R3 mit dem Standardskalarprodukt sei aufgespannt von den
beiden Vektoren v1 “ p1, 1, 1q

T und v2 “ p0, 2, 1q
T .

(a) Bestimme je eine Orthonormalbasis von U und von UK.

(b) Berechne die Darstellungsmatrizen der orthogonalen Projektionen R3 Ñ U
und R3 Ñ UK bezüglich der Standardbasis von R3 und der jeweiligen Basis
aus (a).

5. Zeige die folgende Behauptung:

Satz. Sei pV, x¨, ¨yq ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit innerem Produkt.
Nehme an, dass T P HompV q. Wenn T eine obere Dreiecksmatrix bezüglich einer
Basis von V hat, dann hat T eine obere Dreiecksmatrix bezüglich einer orthonor-
malen Basis von V .
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6. Für jeden der folgenden Vektorräume V mit dem Skalarprodukt x¨, ¨y soll die Menge
UK für die gegebene Teilmenge U gefunden werden.

(a) Betrachte zuerst

V1 “

#

pa0, a1, a2, . . . q |
8
ÿ

n“0

|an|2 ă 8

+

, xpanq
8
n“0, pbnq

8
n“0y “

8
ÿ

n“0

an ¨ bn,

U1 “ tpanq
8
n“0 P V | DN ě 0 sodass @m ě N : am “ 0u

(b) Zweitens betrachte

V2 “ Cpr0, 1sq, xf, gy “

ż 1

0

fpxq ¨ gpxqdx,

U2 “

#

f P V |

ż 1{2

0

fpxqdx “ 0

+

.
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Single Choice. Pro Aufgabe ist genau eine Antwort korrekt.

1. Betrachte den Vektorraum R2 mit dem Standard-Skalarprodukt x¨, ¨y und der da-
zugehörigen Norm } }. Für welche Vektoren v, w P R2 gilt }v ` w} “ }v} ` }w}?

© v “
`

1
1

˘

, w “
`

1
0

˘

© v “
`

2
1

˘

, w “
`

1
2

˘

© v “
`

2
3

˘

, w “
`

3
1

˘

© v “
`

1
2

˘

, w “
`

2
4

˘

2. Sei V ein euklidischer Vektorraum und seien v1, v2, v3 P V . Welche Aussage ist im
Allgemeinen falsch?

© Aus v1 K v2 und v2 K v3 folgt v1 K v3.

© Aus v1 K v2 und v1 K v3 folgt v1 K pv2 ` v3q.

© Aus v1 K v2 folgt v1 K ´v2.

© Aus v1 K pv2 ` v3q und v1 K v2 folgt v1 K v3.

3. Sei V ein euklidischer Vektorraum und seien S, T Ă V zwei Teilmengen. Welche
der folgenden Eigenschaften ist im allgemeinen nicht äquivalent zu den anderen?

© S Ă TK

© T Ă SK

© S K T

© xSy X xT y “ t0u

4. Sei S eine Teilmenge eines endlichdimensionalen euklidischen Vektorraums V .
Welche Aussage ist im Allgemeinen falsch?

© pSKqK “ xSy.

© S ist das orthogonale Komplement eines Unterraumes von V .

© SK ist ein Unterraum von V .

© V “ SK ‘ pSKqK.

3



Multiple Choice Fragen.

1. Welche der folgenden Matrizen sind hermitesch?

©
ˆ

2 0
0 2

˙

© 1
i

ˆ

1 0
0 1

˙

© 1?
5

ˆ

i ´2
2 i

˙

©
ˆ

0 i
´i 0

˙

2. Welche der folgenden Matrizen sind unitär?

©
ˆ

2 0
0 2

˙

© 1
i

ˆ

1 0
0 1

˙

© 1?
5

ˆ

i ´2
2 i

˙

©
ˆ

0 i
´i 0

˙

3. Seien U, V unitäre nˆnMatrizen, λ “ e2πiθ, θ P R. Welche Aussagen sind allgemein
korrekt?

© U ` V ist unitär.

© λU ist unitär.

© U´1 ist unitär.

© UV ist unitär.
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