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Serie 22
QR-Zerlegung, Dualräume

1. Berechne eine Zerlegung A “ QR der Matrix

A “

¨

˝

´1 1 ´1
2 0 1
´2 1 0

˛

‚

in eine orthogonale Matrix Q und eine rechte obere Dreiecksmatrix R. Verwende
diese Zerlegung, um das lineare Gleichungssystem Ax “ b für b “ p0, 3,´3qT zu
lösen.

2. Berechne eine QR-Zerlegung von
¨

˝

1 1 0
0 1 1
1 0 1

˛

‚.

3. Sei A P OnpRq. Zeige, dass es einen eindeutigen Unterraum U Ă Rn gibt, so dass
A|U “ idU und ApUKq Ă UK ist und A|UK keine Fixpunkte ausser 0 P UK hat.

4. Sei V “ Cpr´1, 1s,Rq der Vektorraum der stetigen reellwertigen Funktionen auf
dem Intervall r´1, 1s mit dem inneren Produkt

xf, gy “

ż 1

´1

fpxqgpxqdx,

für f, g P V . Sei ϕ : V Ñ R das lineare Funktional definiert durch ϕpfq “ fp0q.
Zeige, dass kein g P V existiert, sodass

@f P V : ϕpfq “ xf, gy

ist.

Warum ist dies kein Gegenbeispiel zu Theorem 15.7.3 der Vorlesung?

5. Für einen endlich-dimensionalen euklidischen Vektorraum pV, x , yq betrachte den
Isomorphismus

δ : V Ñ V ˚ :“ HomRpV,Rq, v ÞÑ δpvq :“ xv, ¨y.

(a) Zeige, dass genau ein Skalarprodukt x , y˚ auf V ˚ existiert, so dass δ eine
Isometrie ist.

(b) Sei B eine geordnete Basis von V , und sei B˚ die zugehörige duale Basis
von V ˚. Gib die Darstellungsmatrix von x , y˚ bezüglich B˚ in Termen der
Darstellungsmatrix von x , y bezüglich B an.
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