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ADJUNGIERTE ABBILDUNG, SELBSTADJUNGIERTEN UND NORMALEN OPERATOREN

Definition. Ein linear Operator 7' : V' — V heifit selbstadjungiert, wenn T = T™*.
Anders ausgedriickt ist 7€ Hom(V') selbstadjungiert genau dann, wenn

(Tv,w) = (v, Tw)
fiir alle v,w e V gilt.

1. Es seien (V, (-, )y) und (W,{:, )w) IP Raume iiber einem Korper K, und es sei
T :V — W linear. Zeige, dass

Bild(T*) = ker(T)* and Bild(T) = ker(T™*)*.

2. Seien V und W wie oben. Nehme an, dass 7' € Hom(V, W). Zeige, dass

(a) T genau dann injektiv ist, wenn 7™ surjektiv ist.
(b) T genau dann surjektiv ist, wenn 7™ injektiv ist.
3. Sei K ein Korper und sei (V, (-, -)) ein endlichdimensionaler K-Skalarproduktraum.

Betrachte T € End(V) und einen Unterraum U von V. Zeige, dass U invariant
unter 7 ist genau dann wenn U+ invariant unter T ist.

4. (a) Geben Sie ein Beispiel fiir einen Operator T' € Hom(C?) an, der nicht normal

ist. Erkldren Sie sorgfiltig, warum es sich nicht um einen normalen Operator
handelt.

(b) Geben Sie ein Beispiel fiir einen diagonalisierbaren Operator T" € Hom(C?)
an, der nicht normal ist.

(c) Geben Sie ein Beispiel fiir einen Operator T'€ Hom(C?) an, der normal, aber
nicht selbstadjungiert ist.

(d) Geben Sie ein Beispiel fiir einen Operator T' € Hom(R?) an, der diagonali-
sierbar, aber nicht selbstadjungiert ist.

(e) Uberpriifen Sie, ob der Operator
T: R? — R?
0 —1
v L o)
normal ist. Erklaren Sie, warum er nicht selbstadjungiert ist.
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5. Sei R? mit dem Skalarprodukt ausgestattet

{x,y) = 2141 — T1Y2 — ToY1 + TaY2, T,y € R2.

(a) Definieren Sie einen selbstadjungierten Operator 7' auf dem Skalarproduk-
traum (R?,(-,-)) mit Eigenwerten /2, 1.

(b) Ist der lineare Operator
T: R? — R?
11
v 1 1)°
ein selbstadjungierter Operator auf dem Skalarproduktraum (R?, (-, -))?

6. Sei V ein K-Vektorraum mit IP. Fixiere u,x € V. Definiere T' € Hom(V') durch
Tv = (v, uyx
fiir jedes v e V.

(a) Angenommen, K = R. Zeigen Sie, dass T genau dann selbstadjungiert ist,
wenn {u,z} linear abhingig ist.

(b) Zeigen Sie, dass T genau dann normal ist, wenn {u, z} linear abhingig ist.

7. Wir machen R[xz], durch

1
.0 := f p(x)q(z)dz
0
zu einem Skalarproduktraum. Definiere T' € End (R[z],) durch T (ag + ayx + asx?) =
a1x.

(a) Zeige, dass T nicht selbstadjunigert ist.

(b) Die Darstellungsmatrix von T zur Basis (1, z, z?) ist

o O O
S = O
o O O

Diese Matrix ist gleich ihrer konjugierten Transponierten, obwohl 7" nicht
selbstadjungiert ist. Erklare, warum dies kein Widerspruch ist.



8. Sei G = (V, E) ein endlicher gerichteter Graph. Genauer, seien V' eine endliche
Menge und E < {(Vinit, Vterm) | Vinits Vterm € V' A Upnit # Uterm} S V' x V. Wir fassen
V' als Menge der Knoten eines Graphen auf, und (vini, vserm) € F als gerichtete
Kante vy € V' 20 Ve € V' (Wir visualisieren dies, indem wir einen Pfeil zu vyern
an die Kante zeichnen).

Beispiel eines gerichteten Graphen.
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Wir definieren ausserdem Vektorriume RV = {f : V — R} und R = {p: £ —
R}, welche wir mit den inneren Produkten

i by = D A A0),  fi, freRY

veV

o1, 0205 = D 01(e)pale), o1, 2 € R?
eeE

ausstatten. Ausserdem definieren wir 7 : RV — R¥ als “kombinatorische Ablei-
tung”: fiir f € RY und e = (Vinit, Vterm) € F, definieren wir

T(f)(e) = f(vierm) = f (Vinit)-

Des Weiteren definieren wir S : R¥ — RY durch

S(p)(v) = Z @((Vinit, v)) — Z P((v, Vierm))-

VinitEV Vterm€V
(Vinit,v)EE (v,Vterm))EE

(a) Zeige T* = S und berechne T*oT = SoT', was wir auch den kombinatorischen
Laplace von G nennen.

(b) Jetzt vereinfachen wir die Situation indem wir nur noch ungerichtete Kanten
betrachten, d.h..

(Uinita Uterm) el < (Uterma Uinit) € E7

und annehmen, dass der Graph d-regular ist (fiir jedes v € V' existieren genau
d Knoten vy € V mit (v, Uyerm ) € E). Zeige, dass T*oT den Eigenwert 0 hat.
Erklére, warum die geometrische Vielfachheit von 0 mit dem Zusammenhang
von G zu tun hat.



