
D-MATH Lineare Algebra II FS 2024
Prof. Dr. S. Zerbes

Serie 23

Adjungierte Abbildung, Selbstadjungierten und normalen Operatoren

Definition. Ein linear Operator T : V Ñ V heißt selbstadjungiert, wenn T “ T ˚.
Anders ausgedrückt ist T P HompV q selbstadjungiert genau dann, wenn

xTv, wy “ xv, Twy

für alle v, w P V gilt.

1. Es seien pV, x¨, ¨yV q und pW, x¨, ¨yW q IP Räume über einem Körper K, und es sei
T : V Ñ W linear. Zeige, dass

BildpT ˚q “ kerpT qK and BildpT q “ kerpT ˚qK.

2. Seien V und W wie oben. Nehme an, dass T P HompV,W q. Zeige, dass

(a) T genau dann injektiv ist, wenn T ˚ surjektiv ist.

(b) T genau dann surjektiv ist, wenn T ˚ injektiv ist.

3. Sei K ein Körper und sei pV, x¨, ¨yq ein endlichdimensionaler K-Skalarproduktraum.
Betrachte T P EndpV q und einen Unterraum U von V . Zeige, dass U invariant
unter T ist genau dann wenn UK invariant unter T ˚ ist.

4. (a) Geben Sie ein Beispiel für einen Operator T P HompC2q an, der nicht normal
ist. Erklären Sie sorgfältig, warum es sich nicht um einen normalen Operator
handelt.

(b) Geben Sie ein Beispiel für einen diagonalisierbaren Operator T P HompC2q

an, der nicht normal ist.

(c) Geben Sie ein Beispiel für einen Operator T P HompC3q an, der normal, aber
nicht selbstadjungiert ist.

(d) Geben Sie ein Beispiel für einen Operator T P HompR2q an, der diagonali-
sierbar, aber nicht selbstadjungiert ist.

(e) Überprüfen Sie, ob der Operator

T : R2 Ñ R2

v ÞÑ

ˆ

0 ´1
1 0

˙

v

normal ist. Erklären Sie, warum er nicht selbstadjungiert ist.
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5. Sei R2 mit dem Skalarprodukt ausgestattet

xx, yy “ 2x1y1 ´ x1y2 ´ x2y1 ` x2y2, x, y P R2.

(a) Definieren Sie einen selbstadjungierten Operator T auf dem Skalarproduk-
traum pR2, x¨, ¨yq mit Eigenwerten

?
2, 1.

(b) Ist der lineare Operator

T : R2 Ñ R2

v ÞÑ

ˆ

1 1
1 1

˙

v

ein selbstadjungierter Operator auf dem Skalarproduktraum pR2, x¨, ¨yq?

6. Sei V ein K-Vektorraum mit IP. Fixiere u, x P V . Definiere T P HompV q durch

Tv “ xv, uyx

für jedes v P V .

(a) Angenommen, K “ R. Zeigen Sie, dass T genau dann selbstadjungiert ist,
wenn tu, xu linear abhängig ist.

(b) Zeigen Sie, dass T genau dann normal ist, wenn tu, xu linear abhängig ist.

7. Wir machen Rrxs2 durch

xp, qy :“

ż 1

0

ppxqqpxqdx

zu einem Skalarproduktraum. Definiere T P End pRrxs2q durch T pa0 ` a1x` a2x
2q “

a1x.

(a) Zeige, dass T nicht selbstadjunigert ist.

(b) Die Darstellungsmatrix von T zur Basis p1, x, x2q ist

¨

˝

0 0 0
0 1 0
0 0 0

˛

‚

Diese Matrix ist gleich ihrer konjugierten Transponierten, obwohl T nicht
selbstadjungiert ist. Erkläre, warum dies kein Widerspruch ist.
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8. Sei G “ pV,Eq ein endlicher gerichteter Graph. Genauer, seien V eine endliche
Menge und E Ď tpvinit, vtermq | vinit, vterm P V ^ vinit ‰ vtermu Ď V ˆ V . Wir fassen
V als Menge der Knoten eines Graphen auf, und pvinit, vtermq P E als gerichtete
Kante vinit P V zu vterm P V (wir visualisieren dies, indem wir einen Pfeil zu vterm
an die Kante zeichnen).

Beispiel eines gerichteten Graphen.

1 2
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Wir definieren ausserdem Vektorräume RV “ tf : V Ñ Ru und RE “ tϕ : E Ñ

Ru, welche wir mit den inneren Produkten

xf1, f2yV “
ÿ

vPV

f1pvqf2pvq, f1, f2 P RV

xϕ1, ϕ2yE “
ÿ

ePE

ϕ1peqϕ2peq, ϕ1, ϕ2 P RE

ausstatten. Ausserdem definieren wir T : RV Ñ RE als “kombinatorische Ablei-
tung”: für f P RV und e “ pvinit, vtermq P E, definieren wir

T pfqpeq “ fpvtermq ´ fpvinitq.

Des Weiteren definieren wir S : RE Ñ RV durch

Spϕqpvq “
ÿ

vinitPV
pvinit,vqPE

ϕppvinit, vqq ´
ÿ

vtermPV
pv,vtermqPE

ϕppv, vtermqq.

(a) Zeige T ˚ “ S und berechne T ˚˝T “ S˝T , was wir auch den kombinatorischen
Laplace von G nennen.

(b) Jetzt vereinfachen wir die Situation indem wir nur noch ungerichtete Kanten
betrachten, d.h..

pvinit, vtermq P E ô pvterm, vinitq P E,

und annehmen, dass der Graph d-regular ist (für jedes v P V existieren genau
d Knoten vterm P V mit pv, vtermq P E). Zeige, dass T ˚˝T den Eigenwert 0 hat.
Erkläre, warum die geometrische Vielfachheit von 0 mit dem Zusammenhang
von G zu tun hat.
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