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Aufgabe 1

Es ist jeweils genau eine Antwort korrekt: Fiir genau die richtige Antwort gibt es einen Punkt.
Punktabzug bei falschen Antworten gibt es nicht.
Fiillen Sie fiir jede Antwort das entsprechende Késtchen am Multiple-Choice Antwortheft aus.

Fir die gesamte Aufgabe nehmen wir an, dass V' ein Vektorraum tiber einem Korper K ist.

JHRGRH)

1.MC1 [1 Punkt] Die Menge

ist linear unabhéangig.

(A) Richtig
(B) Falsch

1.MC2 [1 Punkt| Betrachte die Teilmengen S;, Sy C V', so dass S; C Sy aber Sy # S, gilt. Falls
S ein Erzeugendensystem fiir V' ist, ist dann auch Ss ein Erzeugendensystem fiir V.

(A) Richtig
(B) Falsch

1.MC3 [1 Punkt] Es seien U, V,W Vektorraume tiber einem Korper K, und es sei S € Hom(U, V)
und 7" € Hom(V, W). Dann gilt

dim(ker(7" o 5)) = dim(ker(S)) + dim(ker(7)).
(A) Richtig
(B) Falsch

1.MC4 [1 Punkt] Es sei W ein Vektorraum tiber dem Kérper K, und 7' € Hom(V, W). Falls T'
surjektiv ist, dann ist die duale Abbildung 7%: W* — V* auch surjektiv.

(A) Richtig
(B) Falsch

1.MC5 [1 Punkt] Es seien S, S, C V. Dann gilt
(S1NSz) C (S1) N (Sy)

(A) Richtig
(B) Falsch
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1.MC6 [1 Punkt] Betrachte die folgenden Permutationen einer Menge mit 5 Elementen.

o1 = (15)(14)(15) oy = (234)(15)
o3 = (312) o4 = (12345)(34)

Welche dieser Permutationen hat das Vorzeichen +17

1 11
1.MC7 [1 Punkt]| Fiir welches x € R gilt det (1 x 1) =17
11 =z

8
| |

(A)
(B)
(©)
(D)

8
| |

8
| |

8
| I

1.MC8 [1 Punkt] Essei IW ein Vektorraum tiber einem Kérper K. Der Graph I'(f) einer Abbildung
f:V — W, ist definiert als die Menge

L) ={(v, f(v)) [ve ViV xW

Fiir welche der folgenden Abbildungen ist deren Graph I'(-) kein linearer Unterraum des Vektor-
raums V' x W7

)

) g:Rlz ]— — R, g( ( )) = Dp(0), wobei D die Ableitungsabbildung ist.
C) h:R? — R3, die Reflexion an der xy-Achse.

)

D) Alle Graphen der obigen Abbildungen ergeben lineare Unterrdume von V' x W.

Priifungs-Nr.: 000 XX-XX-XX-000-000 Seite 3 von 9



Lineare Algebra I

mzu riCh Prof. Dr. Sarah Zerbes Lecturer

30. Januar 2024

Aufgabe 2

Schreiben Sie Thre Antworten direkt in die dafiir vorhergesehenen Boxen im Antwortheft. Sie miissen
Ihre Antworten nicht begriinden. Nur die Antworten, die sich in den bereitgestellten Boxen befinden,
werden bewertet.

2.A1 [2 Punkte] Essei B die Standardbasis des R?. Es seien f, g € End(R?), sodass
2 0 2 2 0 2
(fle=1[3 2 0| and [gJa=1]2 2 O
2 3 2 2 2 2
gilt.

Berechnen Sie die Abbildungsmatrix der Kompositionsabbildung f o g beziiglich der Basis B.

2.A2 [2 Punkte| Es sei V ein Vektorraum iiber dem Koérper K und U < V ein Unterraum.
Definieren Sie die Elemente des Quotientenraumes sowie Addition und Skalar-Multiplikation.
Zeigen Sie, dass die beiden Operationen wohl-definiert sind.

2.A3 [3 Punkte] Finden Sie alle Werte von ¢ € R fiir welche die Matrix

40 0 2
5 ¢t 10
0 2 ¢t o] €MiaR)
100 ¢

nicht Rang 4 hat.

2.A4 [2 Punkte] Schreiben Sie die lineare Abbildung f : R? — R®,

T +x2+3x3
T 221 +2x5+62x3
f To = 2I1+3I2+8[E3
T3 —ZE1—|—ZL‘2+ZL'3
3ZE1 +ZB2+59§3

als Linksmultiplikation mit einer Matrix A und finden Sie je eine Basis ihres Kerns und ihres

Bildes.

2.A5 [3 Punkte] Es seit ein reeller Parameter, fiir den wir die Unterrdume

Pr={(z,y,2) € R® | 2z +y + tz = 0},
Py = {(x,y,2) € R’ | 2z +y + 2tz = 0},
Py ={(z,y,2) €ER® | & +ty + 2z =0}

definieren.
Beschreiben Sie die Schnittmenge dieser drei Unterrdume in Abhédngigkeit des Parameters t.
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Aufgabe 3

3.A1 [2 Punkte] Es sei U der Unterraum von R* gegeben durch

1 2
2 1
(][]
3 4
Finden Sie eine Basis von U™,

3.A2 [4 Punkte] Es sei B = (e, eq,€3,¢€4,¢5) die Standardbasis des R®. Betrachten Sie die lineare
Abbildung

1 T1+x3+2x5
T ZE2+4I3
T|x3| = | —3x1+2x9+5x3 —14 +875
Ty T1—T2+T5
5 6x3+2x4—1x5

wobei die Vektoren beziiglich der Basis B aufgefasst werden.
Es sei nun C = (e; + eg, €1 + €3, €4, €3 — €5, 2e3) eine weitere Basis. Berechnen Sie die Abbildungs-
matrix [T%])%. der dualen Abbildung T* beziiglich der zu B und C dualen Basen.
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Aufgabe 4

Im Folgenden sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K.

4.A1 [4 Punkte] Sei {v1,...,v,} C V linear unabhéngig und sei w € V beliebig.

Zeigen oder widerlegen Sie, dass {v; + w,...,v, + w} genau dann linear abhéngig ist, wenn

w € (vg,..., ).

— Im Falle, dass die Aussage richtig ist, argumentieren Sie ob {v; + w, ..., v, + w} auch dann
noch linear abhéngig ist, wenn w & (v, ..., v,).

— Im Falle, dass die Aussage falsch ist, geben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung
an w an, sodass {v; + w,...,v, + w} linear abhangig ist.

4.A2 [2 Punkte]| Sei {vy,v9,v3} C V linear unabhingig.
Zeigen Sie, dass {v] — v, v3 — v3,v; +v3} genau dann linear unabhéngig ist, wenn 2 # 0 in K gilt.
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Aufgabe 5

Es sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Koérper K.
5.A1 [2 Punkte] Zeigen Sie, dass die Abbildung 7/: V' — V** v — (¢ — £(v)) linear ist.

5.A2 [4 Punkte] Zeigen Sie, dass 7 einen Isomorphismus zwischen V' und seinem Bidualraum
V** beschreibt.

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis annehmen, dass dim(V') = dim(V**) gilt.
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Aufgabe 6

6.A1 [2 Punkte] Finden Sie die Losungsmenge L(S) C R? des folgenden linearen Gleichungssy-
stems (5):

3a+3b— c= 5
2a + c= 0
8a+6b— c= 10
a—3b+3c= -5

6.A2 [4 Punkte] Essei A € My.3(R) jene Matrix ist, fur die das lineare Gleichungssystem (5) als
Ax = b, fiir einen Vektor b € R? geschrieben werden kann. Wir definieren r = rk(A), s =4 —r
und ¢t = 5 — r. Finden Sie invertierbare Matrizen P und (), sodass

. 1r Orxs
PAQ N <0t><r 0t><s> .

6.A3 [2 Punkte] Bestimmen Sie den Rang der Matrix

0 -9 3
1 4

B=|, o _1|€Mia®)
2 -1 0

und entscheiden Sie ob A und B &quivalent sind, oder nicht.
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Aufgabe 7

Es sei K ein Korper.

7.A1 [2 Punkte] Beschreiben Sie alle Eigenschaften, die eine Funktion D: M, (K) — K besitzen
muss, um eine Determinantenfunktion zu sein.

7.A2 [4 Punkte] Berechnen Sie die Determinante der folgenden Matrix

1 2 -1
3 =3 5 | € My.3(R).
1 0 4
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