D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Ubungsserie 6 HS 2023

Aufgabe 1. Sei D C R eine Teilmenge. Eine Funktion f: D — R heisst Lipschitz-
stetig, falls ein L > 0 existiert, so dass |f(x) — f(y)| < L|x — y| fir alle z,y € D
gilt.

a) Zeigen Sie, dass eine Lipschitz-stetige Funktion auch gleichméissig stetig ist.

b) Zeigen Sie, dass die Wurzelfunktion [0, 1] — R, gegeben durch x — /z zwar
gleichméssig stetig, aber nicht Lipschitz-stetig ist.

c) Zeigen Sie, dass die Wurzelfunktion [1,00) — R Lipschitz-stetig und gleichméssig
stetig ist.

Aufgabe 2. Sei a € R. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:
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Wiéhlen Sie dabei in jedem Fall einen geeigneten Definitionsbereich, auf dem die
angegebene Formel eine Funktion definiert.

Aufgabe 3.
a) Zeigen Sie die folgenden Grossenordnungen fiir z — oo:
i) 223 4 322 = O(23)
ii) 2P = O(exp(z)) fiir jede natiirliche Zahl p > 0
iii) log(z) = O(:c%) fiir jede nattirliche Zahl p > 0
b) Zeigen Sie die folgenden Gréssenordnungen fiir x — oo:
i) aP = o(x?) fiir natiirliche Zahlen 0 < p < ¢
ii) 2P = o(exp(x)) fiir alle natiirlichen Zahlen p > 0
iii) log(xz) = o(xP) fiir alle natiirlichen Zahlen p > 0
c) Zeigen Sie die folgenden Grossenordnungen fir x — 0:
i) 29 = o(aP) fur alle nattirlichen Zahlen 0 < p < ¢

ii) exp(z) =14 o(1)
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Aufgabe 4. Finden Sie ein Beispiel fiir eine stetige Funktion f : R — R so, dass
der Grenzwert der Folge (f(n))>2, existiert, aber nicht der Grenzwert whﬁrrolo f(x).

Interpretieren Sie dies mit Blick auf Lemma 3.70. und der folgenden Frage: Wie
iibersetzt man fiir eine reelle Zahl A die Aussage

lim f(z) =

T—>00
korrekt in eine Aussage iiber Konvergenz von Folgen?

Tipp: Aufgabe 8 von Ubungsserie 5 konnte Inspiration fiir ein Gegenbeispiel liefern.

Aufgabe 5. Sei (ay);2, eine Folge reeller Zahlen mit 0 < a,, so dass > ,~qan

konvergiert. Zeigen Sie, dass dann auch > 72 \/:7 konvergiert.

Aufgabe 6. Zeigen Sie, dass die folgenden Reihen reeller Zahlen konvergieren, und
berechnen Sie die Grenzwerte. Uberpriifen Sie IThr Resultat mit Wolframalpha.
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Aufgabe 7. Sei s > 1 eine reelle Zahl. Benutzen Sie Proposition 4.14 um zu zeigen,
dass die Reihe

konvergiert.



