D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Ubungsserie 8 HS 2023

Aufgabe 1. Berechnen Sie die Ableitung der folgenden Funktionen f; : R — R:
a) fi(z) =+v1+ 22

b) fa(x) = cos(cos x)

c) f3(z) =exp (1+x4)

d) fa(z) =S

e) fs(z) = gSne (definiert nur fiir & > 0)

Aufgabe 2. Sei D C R eine nichtleere Teilmenge ohne isolierte Punkte, und seien
f,g € C™(D). Erklaren Sie, warum fg € C™(D) gilt, und zeigen Sie

LRSS (Z)f<k>g<”-k> .

k=0

Bemerkung: Das Ziel dieser Ubung ist, den Beweis von Korollar 5.13 auszuformulieren.

Aufgabe 3. (Leicht) Sei a eine beliebige reelle Zahl, und f : Ryy — C die durch
f(x) = 2% gegebene Funktion. Zeigen Sie, dass f stetig differenzierbar ist, und dass
f'(x) = ax®~ ! gilt.

Bemerkung: In dieser Aufgabe verallgemeinern wir Korollar 5.14.

Aufgabe 4. Wir betrachten die Funktion

fn:R—=R
x> sgn(z)z" T,
fiir jede nichtnegative ganze Zahl n € Ny.
a) Zeigen Sie, dass f,, stetig ist.
b) Zeigen Sie, dass die Ableitungen f, j‘}(L2)7 vy fT(Ln) existieren.

c) Berechnen Sie £ und schliefen Sie, dass die Inklusionen C"™Y(R) Cc C™"(R)
strikte Inklusionen sind.
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Figure 1: Graph der Funktion von Aufgabe 6.

Aufgabe 5. (Schwierig) Wir betrachten die Funktion ¢ : R — R, definiert durch

exp( 1) ifz>0

z

x ER— .
v { 0 ifx <0

Zeigen Sie, dass ¥ auf R glatt ist und dass alle seine Ableitungen bei 0 verschwinden.

Tipp 1: Zeigen Sie durch Induktion dass fiir x > 0 gilt

va) =exp (1) 1 ;)

wobei f,,(z) ein Polynom ist.

Tipp 2: Um die Ableitung bei x = 0 zu berechnen, verwenden Sie dass die Exponen-
tialfunktion schneller wéchst als jedes Polynom i.e.

n

i Y
im
y=oo exp(y)

und setzen Sie x = %

Aufgabe 6. (Schwierig) Fiir eine fixe reelle Zahl a betrachten wir die Funktion
f:R — R gegeben durch

z|%sin(L)  falls £ # 0
fay - i)
0 falls z =0

Bestimmen Sie fiir welche Wahl von a € R die Funktion f stetig, ableitbar, oder sogar
stetig ableitbar ist.



