D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Losungsblatt 10 HS 2023

Aufgabe 1. (Wichtig)
a) Schauen Sie sich einige Videos auf dem Youtube-Kanal Polyquity EPFL an.

b) Gehen Sie auf die Webseite von Respekt @ ETH Ziirich und informieren Sie
sich, was Sie tun koénnen sollten Sie dhnliches erleben oder beobachten.

Aufgabe 2. Sei f:[1,2] — R die Funktion gegeben durch f(z) = =.

a) Beweisen Sie ohne den Fundamentalsatz zu verwenden, dass

Bemerkung: Diese Aufgabe soll zeigen wie niitzlich der Fundamentalsatz bei der
Berechnung von Integralen ist. Die Berechnung von Integralen mit dem Fundamental-
satz wird dann das Thema der Ubungsserie 11 sein.

Losung.

a) Sein e Nund 1 =x9 <21 < ... < x, = 2 eine Zerlegung von [1, 2] definiert
durch
k
=1+ —.
n
Sei 4y, : [1,2] — R die Treppenfunktion gegeben durch ¢, (z) = f(zx) = x, wobei
x € [xg, 1) fur alle 0 < k < n und z € [1,2), ausserdem sei £,,(2) = xp_1.
Wir haben ¢, < f.

Sei uy, : [1,2] — R die Treppenfunktion, gegeben durch u,(x) = f(xg41) = 41,
wobel x € [z, xk41) fur alle 0 < k < n und z € [1,2), ausserdem u,(2) = z,.
Wir haben f < wu,.

Wir berechnen [ ¢,dz und [} updz.

2 n—1 n—1 EN 1
/1 lpdx = Z Tp(Tpy1 — Tg) = Z (1 + n) e

k=0 k=0


https://www.youtube.com/channel/UCKIm2MkfTj2Q40xuf4E05Qg
https://respekt.ethz.ch/
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Somit gilt
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Ahnlich erhalten wir

/2 dz =3+
1unaz—2 5

Somit gilt fiir alle n € N, dass

1 2
L
2 2n 1

< sup L(f)

2 2n’

WEeil n beliebig gross sein kann, schliessen wir f12 fdx =

b) Wir bemerken dass F(z) = 322 eine Stammfunktion von f(z) = x ist. Das

Resultat folgt dann direkt von Korollar 7.7.

Aufgabe 3. Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Beweisen Sie, dass

b
1=0 = [lf@lds =0

gilt.

Losung. =: Diese Richtung ist klar, weil f = 0 eine Treppenfunktion ist.
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<: Sei f stetig. Wir nehmen an, dass f # 0 und zeigen dann, dass das Integral
f; | f|dx nicht 0 sein kann.

Da auch |f| # 0, gibt es ein = € [a, ], so dass |f(z)| = ¢ # 0. Durch die Stetigkeit von
| f| gibt es ein Intervall B = (z — 6,z + §) mit 6 > 0, so dass |f|(B) C (¢ — §,c+ §).
Falls # nahe beim Rand von [a,b], also nahe bei a oder b ist, nehmen wir einfach
B = (zx—46,z+9d)N]a,b.

Fiir alle y € B ist nun |f(y)| > §, da |f(y)| € (¢ — §,c+ §). Die Treppenfunktion
g : [a,b] — R definiert durch

C
35 S B
€Tr) =
9(@) {0, sonst

erfullt g < |f|. Ihr Integral ist
b c
/ gdz = Lange(B) - 3> 0.
Da g < |f|, folgt [, |f|dz > [, gdz > 0.

Aufgabe 4. Scien f,g: [a,b] — R stetige Funktionen, so dass

/ab f(z)dz = /abg(:n)dx

gilt. Zeigen Sie, dass es ein y € [a, b] gibt, so dass f(y) = g(y).
Tipp: Benutzen Sie Aufgabe 3.

Losung. Wir zeigen die Kontraposition: Falls es kein y € [a,b] gibt, so dass
f(y) = g(y) ist, dann ist

[ s@e# [ gtaraa

Aus f(y) # g(y) fur alle y € [a, b] folgt, dass entweder f < g oder g < f. In der Tat,

falls wir f(y1) < g(y1) und g(y2) < f(y2) finden, also f(y1) —g(y1) < 0 < f(y2) —9(y2)
finden wir mit dem Zwischenwertsatz auf die Funktion f— ¢ angewendet ein y zwischen

y1 und yo mit f(y) — g(y) = 0, was entgegen unserer Annahme ist.

Nehmen wir an, dass g < f ist. Dann ist f —¢g = |f — g| > 0 und aus Aufgabe 4 folgt,
dass

[ 15 = gl@de= [~ 9wy >

also auch f; f(z)dz > f;g@)da:. Das Argument fiir f < g ist analog.
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Aufgabe 5. (Leicht) Sei a < bund f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Zeigen Sie,
dass es ein y € [a, b] gibt, so dass

Tipp: Verwenden Sie Aufgabe 4.

Losung. Wir betrachten die konstante Funktion

b
o) = = [ fa)da.

/abg(a:)dx = /abf(a:)dx

und wir folgern aus Aufgabe 4 dass es ein y € [a, b] gibt, so dass

Per Konstruktion gilt

1) = o(0) =y [ F(@)a

Alternative Losung (ohne Aufgabe 4 zu verwenden): Da f stetig ist und der Defini-
tionsbereich ein abgeschlossenes, beschrinktes Intervall ist, nimmt f ihr Maximum
M und ihr Minimum m an. Seien x); und x,, in [a,b], so dass f(zy) = M und
f(zm) = m. Wir kénnen abschatzen:

m(b—a):/abmdxS/abf(a:)dxg/:de:M(b—a)

und erhalten daraus

fam) =m < 2 [ @) < 01 = e

Mit dem Zwischenwertsatz finden wir ein y zwischen xy; und z,,, so dass f(y) =
ﬁ ff f(z)dz. Natiirlich ist y € [a, b].

Aufgabe 6. (Leicht) Sei f : [a,b] — R integrierbar, und sei f* : [a,b] — R eine
Funktion, die erhalten wurde, indem der Wert von f an endlich vielen Punkten in
[a, b] abgedndert wurde. Zeigen Sie, dass f* Riemann-integrierbar ist und dass

/abfdx:/abf*da:.
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Losung. Man nehme zwei Treppenfunktionen u, ¢ € SF([a, b]) derart, dass £ < f < u.
Man beachte, dass wir £ und w an endlich vielen Stellen &ndern kénnen, um zwei neue
Treppenfunktionen ¢*, u* € SF([a,b]) zu erhalten, so dass ¢* < f* < «*. In der Tat,
kénnen wir solch eine Treppenunktion £* definieren durch

gwx):{fg> falls f(z) = f*()
f(x) sonst

Da sich das Integral einer Treppenfunktion nicht dndert, wenn man ihren Wert an
endlich vielen Punkten dndert, gilt

b b b b
/de:/ 0 dzx und /ud:c:/ u* dx.

Dies beweist, dass L£(f) = L(f*) und U(f) = U(f*), und das Ergebnis folgt durch
Betrachten des Supremums und des Infimums.

Aufgabe 7. (Schwierig) Sei f : [0,1] — R eine integrierbare Funktion und £ > 0.
Zeigen Sie, dass es eine stetige Funktion g : [0, 1] — R gibt, so, dass

1
| 1@ —g@lds <=,

Bemerkung: Das Ziel dieser Aufgabe ist zu zeigen, dass jede Riemannintegrierbare
Funktion "beliebig gut" mit einer stetigen Funktion approximiert werden kann.

Losung. Sei € > 0. Somit gibt es eine Treppenfunktion u mit
b b €
[ 1) = ta)ldo = [ (@)~ t(a))da < 3,

wobei wir benutzt haben, dass wir f beliebig genau von unten mit Treppenfunktionen
approximieren konnen. Weil f > £ verschwindet der Absolutbetrag.

Sei0=xp <z <...<x, =1 eine Zerlegung von [0, 1], so dass u auf jedem Intervall
(zg, Tx+1) konstant gleich ¢, € R ist. Wir dandern die Funktion ¢ zu einer stetigen
Funktion vg, welche dhnliches Integral wie £ hat. Sei fiirs Erste 6 > 0 beliebig. Wir
setzen

- $71k+1+5

. Cky HAlS [‘rkaxk+1 - 5]
vs()
Cp + ——5 —Ck+1, T € [Tpy1 — 0, Tpy].

fir alle 0 < k < N — 1, v; ist stetig (zeichnen Sie den Graphen auf [z, Ti12]).

Das Integral von vs ist
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b N-1
/ vs(x)de = k(T — 0 —xp) + 5k +20k+1
a k=0

> lerrr—ckl
k=0

Dieser Ausdruck ist nur dann nicht definiert, wenn alle ¢; gleich sind. Dann ist aber
¢ global konstant und schon selbst stetig, wir wiahlen dann v = /.

Durch die Dreieckungleichung gilt schlussendlich

b b b
| 11@) = vs@lde < [717@) = ta)lda+ [ 16@) = vs(a)lda = e



