D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Losungsblatt 11 HS 2023

Aufgabe 1. Uben Sie das Integrieren mit dem Integral Trainer. Das Ziel ist, dass
Sie Integrale insbesondere mittels partieller Integration und Substitution sicher und
schnell berechnen kénnen. Als Anhaltspunkt fiir die zu erwartende Schwierigkeit an
der Priifung, betrachten Sie Aufgabe 2

Aufgabe 2. (Alte Priifungsaufgabe: Nur die Antwort wurde bewertet) Beachten Sie
dass dies nur eine von mehreren Rechenaufgaben der Priifung war. Sie sollten diese
Aufgabe also einigermassen schnell 16sen kénnen.

1. Berechnen Sie das unbestimmte Integral [ x2cos zdx.

2. Berechnen Sie das Integral [} eXp(\\;H)dt

3. Berechnen Sie das unbestimmte Integral [ dt auf R<g.

1
t2/3+t1/2
Losung.

1. Wir berechnen mit partieller Integration
/mQ cos zdx = x?sin(x) — /2:1c sin(x)dx
— 22sin(z) — 2 (:c( cos(x)) — / (- Cos(az))dx)

= 22 sin(z )—2( x cos(x —I—/cos )daj
= (2% — 2) sin(z) + 2z cos(z) + C.

2. Mit der Substituion u = v/t + 1 und % =3 \/ erhalten wir

/4 exp(vt+1)

3
dt:2/ exp(u)du
i , p(u)

= 2exp(u)|s = 2(e® — €2).

3. Wir setzen u = /6 und erhalten ‘gj = %t‘5/6 = éu_S und damit #2/3 = y* und

t1/2 — 43, Wir setzen ein und berechnen

1 1 5
/7t2/3+t1/2dt_/7u4+u36u du
2
U
=6 du
/u+1
—6/u—1+

du


https://moodle-app2.let.ethz.ch/course/view.php?id=17981
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1
:6(2u2—u+log(u+1)+0>

= 3tY/3 — 6tY/6 4+ 6log(t'/5 + 1)+ C

Aufgabe 3. (Leicht) Berechnen Sie die Taylor-Approximationen der folgenden
Funktionen bei x = 0 bis zur vierten Ordnung. Geben Sie die Fehlerterme und die
Little-o- oder Big-O-Schreibweise genau an.

a) fo) =

b) f(z) = sin(x)

c) f(x) =log(l+ x)
Losung.

a) Es gibt zwei Arten diese Taylorreihe zu berechnen. Der erste besteht darin, die
geometrische Reihe wiederzuerkennen. Wir wollen hier aber die Standardmeth-
ode iiben und berechnen deshalb die Ableitungen:

Flr) =
@)= =
@)= 5 _Qx)g
1@ = G
24

" _
f (SL’) - (1 _ .22')5
Der Zahler kiirzt sich also jeweils mit der Fakultdt und wir erhalten mit Korollar
7.59
f@) =142 +2%+2° +2* + O(|z]").

b) Die Sinusfunktion ist glatt und die Ableitungen sind
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Da sin(0) = 0 und cos(0) = 1, erhalten wir wiederum mit Korollar 7.59

:L’3
f@) ==+ 0(af).

¢) Wie zuvor: Wir berechnen die Ableitungen

f(z) = log(1 + )

by 1
f'@) =1
" _ 1
n 2
" 6
P =~y
und schliessen dass
2 3 4
@) =2 -5 +5 = +0(zf).



