D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Losungsblatt 13 HS 2023

Aufgabe 1. (Alte Prifungsaufgabe) Finden Sie alle Losungen y: R — R der
Differenzialgleichung

y' =e",
die auf ganz R definiert sind.

Losung. Wir schreiben mit der Methode der Separation der Variablen die Differen-
zialgleichung in der Form

ey(x)y'(x) =e”
Die linke Seite ist (ey(fﬂ))’ = €%, also ist y genau dann eine Losung wenn
V@) = e 4 C,

fiir alle z € R und eine Konstante C'. Die rechte Seite ist positiv fiir alle z € R genau
dann wenn C' > 0. Also ist die allgemeine auf ganz R definierte Lésung

y(x) =log(e” + (), C>0.

Aufgabe 2. (Alte Prifungsaufgabe) Finden Sie die Losung y: I — R des An-
fangswertproblems

dy o 2
dw” Y
dy dx
dy dx
— yf/xa
1 1 Cr—1
Y x x
f— — x
Y=1"cz

Wir setzen den Anfangswert ein und lésen nach C auf:

2 =y(1)
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S 1-C
ergibt C = % Somit folgt
T 2z
y(z) = 1.~

Aufgabe 3. (Alte Priifungsaufgabe) Finden Sie die allgemeine Losung der Differen-

2 2
Chn Vs ”iﬂ/ fur x > 0.

Hinweis: Verwenden Sie die Substitution v = y/x.

tialgleichung ' =

Losung. Nach Substitution kénnen wir die Variablen separieren und erhalten

y(x) = zsinh(log(x) + C).

In der Priifung wurde nur das Resultat gewertet. Wir geben trotzdem die Zwischen-
schritte an: Da y = ux, gilt

/ 2
y':ulas+u:g+ 1+y—2:u+\/1+u2.
x x

Wir miissen also die folgende Differentialgleichung fiir w 16sen:
1
u'=—V1+u
x

Diese Differentialgleichung kénnen wir mit Separation der Variablen 16sen:

dj — 11 /1 + u?
dr =z

1 1
———du = —dx
V1 + u? x

1 1

——du = / —dx
/ V14 u? x
arsinh(u) = log(x) + C
u = sinh(log(x) + C)
y = xsinh(log(x) + C).

L
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Differentialgleichungen mit Potenzreihen In den folgenden zwei Aufgaben wollen
wir eine neue Technik kennen lernen, wie wir Losungen zu gewissen Differentialgle-
ichungen finden kénnen. Die Idee ist die Funktion als Taylorreihe zu schreiben, Term
fur Term abzuleiten, dies dann in die Differentialgleichung einzusetzen und daraus
Bedingungen fir die Koeffizienten herzuleiten.

Konkreter, gehen wir wie folgt vor:

1. Wir nehmen an, die Lésung y(z) einer Differentialgleichung kann als Taylorreihe
geschrieben werden, also

o0
y(z) = Z anx™.
n=0
2. Wir differenzieren die Taylorreihe Term fiir Term und erhalten

oo
y'(z) = Z na,z"
n=1

und -
y'(x) = Z n(n — 1)apz" 2
n=2

3. Wir setzen dies in die Differentialgleichung ein und vereinfachen (insbesondere
miissen wir vielleicht die Indizes der Reihen neu definieren).

4. Wir vergleichen die Koeffizienten mit gleichen Potenzen von x um Werte fiir a,,
zu bestimmen.

5. Wir setzen die Koeffizienten wieder in die Taylorreihe ein.

Aufgabe 4. Verwenden Sie das Losungsverfahren mit der Taylorreihe um eine Lésung
der Differentialgleichung

y' () + 2ay(z) =0
zu finden. Kennen Sie eine Funktion deren Taylorreihe genau jene ist die Sie als
Losung erhalten haben? Uberpriifen Sie dass ihre Losung stimmt indem Sie diese
Funktion in die Differentialgleichung einsetzen.

Hinweis: Falls Sie keine solche Funktion kennen, 16sen Sie die Differentialgleichung mit
Separation der Variablen und kontrollieren Sie dass die Losungen iibereinstimmen.

Losung. Wir setzen die Taylorentwicklungen von y(x) und y'(x) in die Differential-
gleichung ein. Wir erhalten

o o
0= Z na,z" ' + 2x Z anx”
n=1 n=0
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o x
— Z na,z" ' + Z 2a,z" !
n=1

n=0

o o
=a + Z napz™ !+ Z 2a,z" !
n=0

n=2

(e ¢] o0
=aqa + Z(n + 2)ap oz + Z 2a,z" !

n=0 n=0
o0

=aj + Z (n+ 2)anio + 2a,) 2"
n=0

Wir sehen also dass

al = 0
und
2
An+2 = *n T QCLn.
Es folgt direkt dass a,, = 0 fiir alle n ungerade. Weiter gilt
2
a9y = —— = —
2 2660 ag
2 1
aq = —Zag = 5@0
2 1
ag — —6(14 = —ECLQ
_1)k

Somit haben wir eine Losung gefunden, denn

(1) g L o 2
y(z) =ag v = a0 > E(_aj )¥ = agexp(—z°).
k=0 =0 "

Aufgabe 5. (Bessel Gleichung mit o = 0) Finden Sie eine Losung fir die Differen-
tialgleichung
22y + zy + 2%y = 0.
Bemerkung: Dies ist die DGL von Beispiel 7.73, Punkt 4 fiir o = 0.
Losung. Wir setzen die Taylorentwicklungen in die Differentialgleichung ein:

o
0=z Z n(n — l)anavn_2 + Z na,z" "t + x? Z anx"
n=2

n=1 n=0
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—Z (n —1ayx" +Znan$ +Zanx

n=1 n=0

—Z (n—1)apx" +a1m—|—Znanx +Zan ox"

n=2 n=2

—a1x+z (n — 1Day + nay + ap—2) z"

=aiz + Z(nQan + ap—92)x"
n=2

Wir schliessen also dass

und dass fiir n > 2,
Ap = ——F0ap—2.
n n2 n

Es folgt insbesondere dass alle Koeffizienten a,, fiir n ungerade Null sein miissen. Fiir
die geraden Koeflizienten, beobachten wir dass

1
ay = —5500
1 1
a4 = *ECLQ = @ao =
1 1 aq a ap
T T T a2 T T (6422 7 (28302 223(31)2

~ (=D*ag
2k = 3k (k1)2

Wir schliessen also dass ( )k
— (=D o
) = ag Z k(N2
= 22k(E!)

Mit Mathematica oder einem &hnlichen Tool, kénnen wir diese Funktion veran-
schaulichen. Dazu betrachten wir den Fall ag = y(0) = 1 und den Mathematica-code

yIx_1 = Sum[(-1)"k/((2)"(2 k) (k!)~"2) x~(2 k), {k, 0, 20}];
Plot([y[x], {x, -15, 15}, PlotRange -> 1]

Das Ergebnis kann man in Abbildung 1 sehen.
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-1.0b

Figure 1: Losung y(x) mit den ersten 20 Termen.



