D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Losungsblatt 6 HS 2023

Aufgabe 1. Sei D C R eine Teilmenge. Eine Funktion f: D — R heisst Lipschitz-
stetig, falls ein L > 0 existiert, so dass |f(x) — f(y)| < L|x — y| fir alle z,y € D
gilt.

a) Zeigen Sie, dass eine Lipschitz-stetige Funktion auch gleichméissig stetig ist.

b) Zeigen Sie, dass die Wurzelfunktion [0, 1] — R, gegeben durch x — /z zwar
gleichméssig stetig, aber nicht Lipschitz-stetig ist.

c) Zeigen Sie, dass die Wurzelfunktion [1,00) — R Lipschitz-stetig und gleichméssig
stetig ist.

Losung.

a) Sei f: D — R eine Lipschitz-stetige Funktion mit Lipschitz-Konstante L > 0.
Dann kénnen wir fiir jedes € > 0 global (unabhéngig von x € D) ein § > 0
wéhlen, so dass |z — y| < ¢ die Ungleichung |f(z) — f(y)| < € fiir alle z,y € D
impliziert. Wéhle dazu 6 = . Dann folgt in der Tat durch die Lipschitz
Bedingung, dass mit |x — y| < § die Abschatzung

1f(z) = f(y)| < Llz —y| < L% —e

gilt.
b) Nicht Lipschitz-stetig: Sei y = 0. Falls die Wurzelfunktion Lipschitz ist, dann
gibt es ein L > 0, so dass fiir alle = € (0, 1] gilt, dass

Ve =|vz —V0| < Ljz — 0| = La.

Doch aus /x < Lz folgt 2 < L%z? fiir alle 2 € (0, 1]. Weil wir z # 0 betrachten,
kénnen wir durch z? teilen und erhalten % < L? fiir alle z € (0,1]. Doch % kann
beliebig gross fir = € (0,2] werden. Darum kann es kein solches L geben.

Gleichmissig stetig: Haben wir schon in Aufgabe 8a) von Ubungsserie 5 gesehen.

c) Lipschitz stetig: Wir behaupten, dass L = 1 eine mdgliche Lipschitz-Konstante
fiir die Wurzelfunktion [1,00) — R ist . In der Tat haben wir, dass’

-yl .

gilt, da /o +/y > 1.
Gleichmdssige Stetigkeit folgt mit Teilaufgabe a) aus Lipschitz-Stetigkeit.

"Wir schreiben z — y = (v/z — \/)(v/Z + /¥) und nehmen den Absolutbetrag auf beiden Seiten.
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Aufgabe 2. Sei a € R. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

3_ 2

: zP—zt—x—2

a) lim, o ==2—=5==,
: 362 e 41

b) hm:v—>oo 2e2r _1
. ez

¢) lim, o0 &,

log(z)

xa

d) limg 0o

Wahlen Sie dabei in jedem Fall einen geeigneten Definitionsbereich, auf dem die
angegebene Formel eine Funktion definiert.

Losung.

a) Wenn z = 2 ist, dann ist der Ausdruck Pootopd _ % nicht wohldefiniert. Weil

r—2
x = 2 eine Nullstelle von 2% — 22 — z — 2 ist, faktorisieren wir

B2t —2=(x-2)(a® +x+1).

Somit gilt eioa?-w=2 _ 32 4 44 1. Dann ist

r—2
3 2
a2 g2
im 2 T ima? 41 =224241="7,
z—2 x—2 x—2

da die Funktion z — x? 4+ x + 1 stetig ist.

b) Der Nenner 2¢2* = 1 verschwindet fiir ein eindeutiges zq = %log (%) € R. Fir

x grosser als xg verschwindet der Nenner 2¢%* — 1 also nicht, da e?* streng

monoton wachsend ist.

Wir beweisen lim % = % Zuerst formen wir um:
T—00 -

B2 4" +1 _ §(2e% —1)+e" 43 3, e+ 3
2e%r — 1 2e?r — 1 2 2% —1°

. . . e +3 . . .
Es reicht nun zu zeigen, dass lgn 5oz—g = 0 ist. In der Tat ist fiir z > z¢:
x oo

T 5 T 5
e”+ 35 e 5

e””—i—% n
C2e2r — 1 2e2r —1  2¢2@ —1°

2e2r — ]

Der zweite Term kann beliebig klein gemacht werden, da der Zahler konstant
bleibt und der Nenner 2e2* — 1 beliebig gross sein kann. Der erste Term kann
umgeschrieben werden als
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Doch e™* ist kleiner als 1 fiir z > 0 und 2¢” kann beliebig gross sein.

3e24e®4+1 _ 3

Somit ist Ih_}rgo e T 5

Der Ausdruck g% ist definiert fur x > 0. Wir nehmen nun ein n € N so dass
n > a. Von Korollar 3.53 erhalten wir fiir z > 1 dass

. ( x>n :En
e > 1+ — > —
- n —nt

Wir erhalten also

x n n—a

(&

T T

x® ~ pnge  pn

wobei 2% = e("~a)108 heliehig gross sein kann fiir z — co. Somit schliessen

. . et
wir lim & = oo.
z—o0 T

d) Der Ausdruck h;# ist definiert fiir > 0. Wir unterscheiden zwei Falle fiir die
Berechnung des Grenzwertes.
a < 0: Wir beweisen lim 8% = co. Fiir alle z > 1, erhalten wir = > 1. Dann

rx—o0 ¥ z
gilt
log x
ga > log x.
x
Da log z unbeschrinkt mit = wiichst, schliessen wir lim 282 = oco.
rz—oo T
a > 0: Wir beweisen ILm bggcff) — 0. Wir kénnen z = e« ersetzen, denn dann
€T oo
geht mit 2 auch y nach unendlich und umgekehrt (beachte, dass dies a > 0
benutzt). Wir erhalten
log(x log(ed
lim ﬁz lim #: lim E:(),
rz—oo @ Y—r00 (65)‘1 y—oo ¥
wovei wir den letzten Grenzwert schon in ¢) berechnet haben (mit @ = 1 und
dem reziproken Grenzwert lim, .., %
Aufgabe 3.

a) Zeigen Sie die folgenden Gréssenordnungen fiir z — oo:

i) 22 + 32% = O(2?)
ii) 2P = O(exp(x)) fiir jede natiirliche Zahl p > 0



D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Losungsblatt 6 HS 2023

iii) log(z) = O(x%) fiir jede nattrliche Zahl p > 0
b) Zeigen Sie die folgenden Gréssenordnungen fiir x — oo:
i) 2P = o(x?) fiir natiirliche Zahlen 0 < p < ¢
ii) 2P = o(exp(x)) fiir alle natiirlichen Zahlen p > 0
iii) log(z) = o(xP) fiir alle natiirlichen Zahlen p > 0
c¢) Zeigen Sie die folgenden Grossenordnungen fir x — 0:
i) % = o(aP) fur alle nattirlichen Zahlen 0 < p < ¢
ii) exp(z) =14 o(1)
Losung.
a) i) Wir betrachten R = 1 und M = 5: Fiir z > 1, haben wir 2® > 22, somit
223 + 32% < 2% + 32° = 523
und das Resultat folgt.
ii) Wir betrachten R = 0 und M = pP: Fir alle z > 0, gilt mit Korollar 3.53

P z\P z\P
— = () < <1 + > < exp(z).
P D P

Daher auch aP < pP exp(x) und das Resultat folgt.
iii) Ersetzen Sie x mit log(x) in Teilaufgabe iii) und ziehen Sie die p-te Wurzel.

b) i) Wir verwenden die dquivalente Formulierung analog zu derjenigen nach
Definition 3.84 und sehen dass 3;—5 =2P 71— 0firxr —>ocodap—q<O.

ii) Wir kombinieren Resultate die wir bereits gezeigt haben, ndmlich 2P = o(z?)
und 7 = O(exp(z)) mit der folgenden Beobachtung:

Seien f,g,h : D — R Funktionen so dass f(z) = o(g(z)) und g(z) =
O(h(x)) fir x — xg oder x — oo. Dann ist f(x) = o(h(x)).

Beweis des Falls © — oo: Es gibt per Annahme ein M > 0 und ein R > 0 so
dass x > R = |[g(z)| < M|h(z)|. Sei nun € > 0. Wir setzen € = ;. Da
f(z) =o(g(x)), gibt es ein R’ > 0 so dass fir > R auch |f(z)| < €|g(z)]
gilt. Wir setzen nun R = max{R, R'}. Fiir z > R folgt damit

@) < €lg@)] = 1=l9(@)| < 7 MIh(@)] = elh(a)].

Da € > 0 beliebig war, folgt also f(z) = o(h(z)).
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iii) Wir verwenden die Teilaufgaben b.i) und a.iii) sowie die folgende Beobachutung:

Seien f,g,h : D — R Funktionen so dass f(x) = O(g(x)) und g(x) =
o(h(x)) fir x — xo oder x — oo. Dann ist f(x) = o(h(x)).

Beweis des Fualls x — oco: Es gibt per Annahme ein M > 0 und ein R > 0
so dass © > R = |[f(z)| < M|g(x)|. Sei € > 0 und schreibe ¢ = 7. Da
g(z) = o(h(x)), gibt es ein R' > 0 so dass x > R’ = |g(z)| < €|h(x)].
Wir setzen wiederum R = max{R, R’} und schliessen fiir z > R:

|f(x)| < M|g(z)| < M€'|h(z)| = e|h(z)].
Es folgt dass f(z) = o(h(x).
c) i) Analog zu b.i)

ii) exp(z) = 1+ o(1) folgt aus der Beobachtung dass exp(z) — 1 — 0 fir
xz — 0.

Aufgabe 4. Finden Sie ein Beispiel fiir eine stetige Funktion f : R — R so, dass
der Grenzwert der Folge (f(n))>2, existiert, aber nicht der Grenzwert ILm f(z).
T—r 00

Interpretieren Sie dies mit Blick auf Lemma 3.70. und der folgenden Frage: Wie
iibersetzt man fiir eine reelle Zahl A die Aussage

lim f(z)=A

T—00
korrekt in eine Aussage iiber Konvergenz von Folgen?

Tipp: Aufgabe 8 von Ubungsserie 5 kinnte Inspiration fiir ein Gegenbeispiel liefern.
Losung. Sei f: R — R geben durch f(z) = lirel% |z — k|. Es ist aber f(n) =0 und

f(n+3) =3 fiir alle n € Z. Der Grenzwert lim f(z) existiert also nicht.
T—r00

Die Korrekte Ubersetzung lautet: Fiir eine reelle Zahl A sind die Aussagen

1. mh_}rglof(a:) =A

2. Fir jede Folge reeller Zahlen (z,,)52, mit nan;O Ty, = 00 gilt nlggo flzn)=A
dquivalent. Der Beweis ist analog zum Beweis von Theorem 3.26 wobei wir statt

Folgen mit Grenzwerten & € R nun Folgen nehmen die gegen oo streben.

Aufgabe 5. Sei (ay);2, eine Folge reeller Zahlen mit 0 < a,, so dass > ,—qan
konvergiert. Zeigen Sie, dass dann auch > ;> @ konvergiert.
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Losung. Wir benutzen, dass aus der Ungleichung (¢ — d)? > 0 die Ungleichung
cd < €22 fiir alle ¢,d € R folgt. Mit ¢ = a, und d = 1, ergibt das

n?

an an, 1
T— < —+ —— = by
n =2 Tap "
Die Folge (b,)o2, erfiillt also 0 < a,, < b, und Y 72, b, konvergiert, da Y o>, an
und > 07 n—lg beide konvergieren. Wir schliessen mit dem Majorantenkriterium dass

o0 v/ Qan .
ne1 5 konvergiert.

Aufgabe 6. Zeigen Sie, dass die folgenden Reihen reeller Zahlen konvergieren, und
berechnen Sie die Grenzwerte. Uberpriifen Sie IThr Resultat mit Wolframalpha.

a) Yoo g™ fir eine reelle Zahl z € R mit |z|<1,

00 (_1)n2n—1+1
b) n=1 3n

¢) Y%, &k fiir k €N,

oo n
d) n=0 5n>
2
oo n
e) n=0 5n*
Losung.

a) Es gilt
1 — gntl

o0 n
n_ 7 k _ 7;
2 0" = lim ) ot = lim S5
n= =
Weil |z]| < 1 ist, gilt lim 2™ = 0. Somit folgt
n—oo

1— anrl 1
lim = .
nmeo 1—x  l—u

o0
Die Reihe > x™ konvergiert also mit Grenzwert ﬁ
n=0

b) Wir formen zuerst um:
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Wie in a) haben wir zwei geometrische Reihen, da _72 und % beide Betrag kleiner
als 1 haben. Darum folgt:

s nHenlelr 1 &8 il | 1 1 1 3.3 18
S G

Weil in der Aufgabenstellung die Summe erst bei n = 1 beginnt, ziehen wir noch
den Term % fir n = 0 ab. Wir erhalten also

i nment41 18 3 3
— 3n 10 2 10

c) Weil % < 1 ist, bekommen wir wieder mit der geometrischen Reihe

& 1 1 1
Z5n:5k25n:57k'1_%:4,5k—1'

d) Die Reihe konvergiert: Wir haben, dass g < 2% fiir alle n € N gilt. Tatsédchlich
erhalten wir

GRCHSEE
2) = 2) = T 7"
durch die Bernoulli-Ungleichung. Weil Z = konvergiert, und alle Summanden

positiv sind, konvergiert auch Z == mit dem Majorantenkriterium.

n=0
Um den Wert der Reihe zu berechnen, setzen wir S = Z g Dann ist
n=0
> n > n > n+1
55:2571—1:2571—1:2 5n _S+Z5n_s+z
n=0 n=1 n=0 n=0

wobei wir wieder die geometrische Reihe verwendet haben. Aus 5S = S + g
erhalten wir

5
S_E'
e) Die Reihe konvergiert: Wir haben, dass ”— < 5w fiir alle n € N gilt. Tatséchlich
gilt
3\" < [n) [(3\* 3 1 9 9% 9 3
1+5) = > 1+-n+=(n(n—1))- = ——-n+-n+1>n’
(+2) ,%(k) (2) z Lrgnignln =)y =g —gntgntl>n
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Wie in ¢) folgt, dass Z konverglert

Um den Wert der Reihe zu berechnen, setzen wir S = Z 5n. Mit demselben

n=0
Trick wie in c) erhalten wir

-~ & n? > n? = (n+ 1)
n=0 n=1

n=0

Aus 5S = S + 2% + g erhalten wir

- 15
S=_
32

Aufgabe 7. Sei s > 1 eine reelle Zahl. Benutzen Sie Proposition 4.14 um zu zeigen,
dass die Reihe
<1

s
n=0 n

konvergiert.

Lésung. Die Folge (ay,) definiert durch a,, = - ist monoton fallend. Mit Proposition
4.14 gilt

o0 1 o0 oo
Z — konvergiert < Z 2" s Z — konvergiert.
n= 0 n=0 n=0

Somit erhalten wir die geometrische Reihe 3°0° ((217%)". Diese konvergiert fiir s > 1.

5



