D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Losungsblatt 7 HS 2023

Aufgabe 1. (Alte Prifungsaufgaben)
a) Zeigen Sie, dass Y22 ;27 = 3-

b) Konvergiert die folgende Reihe? Konvergiert sie absolut?

Z Fg
Nennen Sie die Konvergenzsitze mit Namen, die Sie verwenden.

c) Berechnen Sie den Konvergenzradius der Reihe
© 2
z+ 4z +92° + 1620 + - = ZnQ:B"
Falls Sie dabei ein Resultat iiber Konvergenzradien aus der Vorlesung benutzen,
so schreiben Sie die vollstdndige Aussage dieses Resultats auf.

Losung.

a) Wir bemerken zunichst, dass 4k? — 1 = (2k — 1)(2k + 1). Mit Partialbruchzer-
legung oder raten erhalten wir, dass

1 1 ( 1 1 )
ak2 -1 2\2k—1 2k+1)°
Wir betrachten die Partialsummen

n

3”:7241@—17

1 & 1

22(%—1 2k+1>

1 1 1 1 1
1

2<

2n+1>

wobei die letzte Gleichheit daraus folgt, dass wir eine Teleskopsumme erhalten.
Nun betrachten wir den Limes n — oo der Partialsummen und erhalten

> 1

> g = s =
R e RS )

was zu zeigen war.
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b) Sie konvergiert nach dem Leibnitzkriterium, da a, = ﬁ monoton fallend ist

und gegen Null strebt. Sie konvergiert aber nicht absolut, da

Siml=3 =Y ey

n=1 n=1

+2n

Die harmonische Reihe konvergiert nicht. Nach dem Majorantenkriterium,
divergiert darum auch

S
c) Hier sind die Koeffizienten der Reihe

{n falls n ein Quadrat ist,
p =

0 sonst,

somit ist der Konvergenzradius

1
R —
r limy, 00 /1

Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass die folgenden Reihen konvergieren oder divergieren.
Berechnen Sie den Grenzwert, falls die Reihe konvergiert.

> n >, log(2™)
@ 2 i b) 2, =5

Losung.
(a) Die Reihe konvergiert: Wir kénnen abschétzen:
n n 1
T =
nt4+n?2+1"nt nd
und PPl 0 ng konvergiert. Mit dem Majorantenkriterium konvergiert auch

n:O nt +n2 +1°

Der Grenzwert: Wir wollen die Partialsummen berechnen. Beachte, dass der
Nenner umgeschrieben werden kann als

ntn?+1=m2+12-n?=mn*+1-n)(n*+1+n).
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Ausserdem ist

n n 1/2 1/2

2+l 2+ 1l-n)n2+1l+n) @mE+1-n) m2+1+n)

Wenn wir a,, = % setzen, ist
n JR—
ntyn2q1 T il
Darum ist die Partialsumme
N N
n 1 1/2
_— = Ay — Q =qap—a == - —
Im Grenzwert N — oo bekommen wir
e 1

ZL_,
nt4+n2+1 2

n=0

(b) Wir schreiben zuerst um:

n=1 e” n=1 er
Die letztere Rethe konvergiert: Der Quotient der Glieder der Folge gegeben

durch a, = Z ist

any1 _ ntle” n+1

Y

a,  entl n en
welcher Grenzwert é < 1 hat. Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die
Reihe >0 | &

n=1 en-

Der Grenzwert: Wir setzen S =Y o ; 2. Dann haben wir

n=1 en
X n X n+1 X n > 1 1
eS=D T = T T wm Tl St T
n=1 n=0 n=0 n=0 e

Also ist (e —1)S = 4. Wir schliessen

i log(2™)  log(2)e

— en - (e—1)%
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Aufgabe 3. Sei (ay)32, eine Folge nichtnegativer reeller Zahlen die gegen 0 kon-
vergiert. Wir definieren

10 +a0) = lim [[(1+a)
n=0 k=0

im gleichen Sinn wie auch Reihen. Zeigen Sie:

[e.e] o
Z a, konvergiert < H (1 + ay) konvergiert, mit Grenzwert # 0.
n=0 n=0

Hinweis: Beweisen und benutzen Sie, dass %x <log(l + z) < z fir geniigend kleine
x € R> gilt.

Losung. Weil exp(z) > 1 + « fiir alle z € R und log : Ryg — R monoton wachsend
ist, gilt log(exp(z)) > log(1 + ) <= x > log(1l + x). Ausserdem haben wir

oo .k

1, s 2h x
TS g S L

o
Wenn z € [0, 1] ist, gilt Eo “23—: = % =1+ 3% <1+ 2. Somit folgt

1
e2? <1+zx

und wir erhalten 1
% <log(l+z) < x.

Falls nun die Folge (a,)72, gegen Null strebt, gibt es ein N € N mit, so dass 0 < a,, < 2
fir alle n > N. Somit gilt

1
§an < 108;(1 + an) <ap

fir alle n > N. Wir summieren diese Ungleichungen und erhalten

n

1 n n n
3 ST ap < Y log(l+ap) =log [JTA+ar) <Y ar
k=N k=N k=N k=N

Wenn n — oo strebt, folgt die gewilinschte Aussage.

Aufgabe 4. Entscheiden Sie, welche der folgenden Reihen konvergieren.

= =& =
) z:onz—i-l b) n§=:1 vn ) ;::1 n? d) ;::O(n!)2

(o.9] 1 o o.9]
©) D log(ih) ) 3 e ) 3 ey B X los (14 5h)
n=1 n=2 gn) n=2 n=1
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Losung.

a) Divergiert: Durch die Indexverschiebung n = m — 1, wollen wir die Reihe
m—1

1 (mmlﬁ analysieren. Sei a,, = (CESIEEsE Doch dann ist a,, = % >
mel = L m— =: by, weil m > 1 ist. Dle Reihe Y °_; by, konvergiert aber

nlcht dad > mg konvergiert aber > >°_; m, die harmonische Reihe, divergiert.
Aus 0 < b, < ayy, folgt aus dem Majorantenkriterium, dass > o°_; @y, nicht
konvergiert.

b) Konvergiert: Wir priifen das Leibnizkriterium: Sei (a,,) die Folge definiert durch
Gp = ﬁ Es gilt
o limy, oo ﬁ =0
e ap >0
e ap > apy1, da aus v/n < v/n + 1 die Ungleichung ﬁ > \/7% folgt.

Darum konvergiert die Reihe.

c) Konvergiert: Weil Y o2, # konvergiert, konvergiert die in der Aufgabe gegebene
Reihe sogar absolut.

d) Konwvergiert: Fir n > 1 haben wir n! > n. Darum ist (n1!)2 < % Mit dem
Majorantenkriterium konvergiert die Reihe.

e) Divergiert: Wir nutzen, dass log(st) = log(s) + log(t) fiir s,t > 0 gilt . Darum
haben wir fiir N € N eine Teleskopsumme

N N
Z log (n ;LL 1) = Z(log(n +1) —log(n)) = log(N + 1) — log 1.
n=1 n=1

Weil log unbeschrinkt wéachst, divergiert die Summe fiir N — oo.

f) Konvergiert: Wir nutzen das Wurzelkriterium. Sei a,, = mn. Dann kon-

vergiert
v [an] = log 10g

gegen 0 (da log unbeschriankt ist). Darum konverglert die Reihe.

g) Konvergiert: Nach dem Majorantenkriterium, der Abschétzung m < %

o

1

und der Konvergenz der Summe Z —
n=2
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h) Konvergiert: Wir schétzen ab: 0 < log(1+ %) < % durch die Abschétzung von
Aufgabe 3. Da die Reihe Y 07 # konvergiert, konvergiert auch die urspriingliche
Reihe.

Aufgabe 5. (Schwer)

a) Berechnen Sie den Konvergenzradius R der Potenzreihe

€T .
7’L

Z \/n2+n—\/n2+1) "

b) Zeigen Sie Konvergenz der Potenzreihe bei den Punkten —R, R € R.
Losung.

a) Wir benutzen das Wurzelkriterium. Sei p = limsup,,_,., {/|a,|. Somit gilt

: \/n2+n—\/n2+1
p = limsup
n—o0 712/"

Wir konnen die Grenzwerte des Nenners und des Zidhlers separat berechnen
(falls sie konvergieren). Konkret ist

IR SRR I . 2
nlﬁnolo n2/” nlﬁnc}o nl/n n1~>oo nl/n ’
wobei wir die Stetigkeit von z + 22 verwendet haben. Ausserdem gilt

lim — =limz* =1

n—00 nl/” z—0 ’

wenn wir  — 0 betrachten. (Die Aussage' lirr(l] ¥ = 1 stimmt fiir jede Folge
T—

z = (2,,) = 0, also auch fiir z,, = 1.)

Im Nenner vn2 + n — v/n2 + 1 wollen wir die Differenz von, Wurzeln in eine
Addition verwandeln. Dazu benutzen wir den Trick: (a—b) = b ® und erhalten

n—1

VnZ+n+vn2+1

VnZ4+n—vn2+1=

Der Term Neawinyran1 \/7 verschwindet fiir n — oco. Der andere Term kann wie
folgt umgeformt werden:

n B n — 1
R R S N Y W

!Siehe Beispiel 3.79 im Skript.
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1

Durch Stetigkeit der vorkommenden Funktionen finden wir, dass die Terme

und # verschwinden, erhalten also

1 1 1
lim Vn2+n—+vn2+1= lim — - _

Daraus erhalten wir

+n—vn+1 11
p:limsup\/n +n—vnf+ = lim . lim \/n2+n—\/n2+1:1-—:§.

n—o00 n2/” n—oo n2/” n—00 2

Der Konvergenzradius ist somit R = % = 2.

b) Wir iiberpriifen der Konvergenz der Potenzreihe bei R = 2 und —R = —2.

Wie oben gilt

(Vr2 +n—vn2+1)" (n—1)"
n?2 (VR tn+ V2 1)

Mit der Abschitzung vn? +n 4+ +v/n2 + 1 > 2n und % < 1 folgt

(VnZ+n—vnZ+1)" 1 <n—1>" 1
< — < —.
n? ~—n2\ 2n — 2np?2
Somit gilt
oo [e.e] [ee]
(Vn2+n—vn2+1)" I, 1
Z — 2§Z2nn22zzﬁ<oo.
n=1 n=1 n=1

Also ist die Potenzreihe absolut konvergent fiir R = +2 ist.

Aufgabe 6. (Leicht) Sei w = re? ungleich Null. Zeigen Sie, dass die n-ten Wurzeln
von w (ndmlich die Losungen z € C der Gleichung 2" = w) durch die n-Zahlen
gegeben sind

n’n’

. 9
{wel(zwam) lo=0,1 2 an}
Bemerkung: Wenn w = 1 ist, sind seine n-ten Wurzeln gegeben durch
{*" |la=0,1 2 o1}

und werden die n-ten Einheitswurzeln genannt.
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Losung. Da €™ =1 fiir alle k € Z, haben wir

w = 1t — pei(0+2mk)

Die n-te Wurzel dieser Gleichung ist

-0+27mk

o = Yret

was direkt das Resultat ergibt.

Aufgabe 7. (Leicht) Zeigen Sie fiir alle natiirlichen Zahlen n > 2 die Identitét

n—1

k=0

Tk
Z e*™n = (. Illustrieren Sie die Identitit mit einer Skizze fiir n = 2,3, 5.

Losung. Wir erkennen eine (endliche) geometrische Reihe und berechnen direkt:

n—1 X n—1 Nk 1— (6'[271-%)”

z :8227}'5 — § : (6227‘—;) — — _
12m =

k=0 k=0 1—e¢ n



