D-MATH Analysis |: one Variable ETH Zirich
Prof. Alessio Figalli Losungsblatt 8 HS 2023

Aufgabe 1. Berechnen Sie die Ableitung der folgenden Funktionen f; : R — R:

a) fi(z) =vV1+a?

b) fao(z) = cos(cos z)
¢) f3(@) = exp (1)

d) fa(z) = &4

e) fs(x) = a5™% (definiert nur fiir z > 0)

Losung.

_ 2x _ T
a) filz) = 2v1+22  V1+a?
b) fi(x) = —sin(cosz) - (—sinx) = sin(cos x) sin x
_ 333
) f5(2) = exp () e

d) fi(l‘) = em(e“tﬁlﬂ?;ge)‘;fl)em = (efizl)Q

e) fi(x) = (esmelosr) = esinwlogz (SN 4 o5y ]oga) = 257 (SLL 4 cosxlog ).

Aufgabe 2. Sei D C R eine nichtleere Teilmenge ohne isolierte Punkte, und seien
fyg € C™(D). Erkliaren Sie, warum fg € C™(D) gilt, und zeigen Sie

00 =3 (D).

k=0
Bemerkung: Das Ziel dieser Ubung ist, den Beweis von Korollar 5.13 auszuformulieren.

Losung. Wir beweisen die Aussage per Induktion.

n = 1: Dies ergibt die klassische Produktregel (fg)") = fg'+f'g = Sh_o (1) fF gt=h.

n > 1: Wir nehmen an, dass die Aussage (f¢)"™ = Y7, (Z)f(k)g(m_k) firm<n
gilt und beweisen (fg)™+H = S147 (";1) f®) g(n+1-k) " Wir benutzen die Linearitét
und die gewohnliche Produktregel (Fall n = 1) der Ableitung

(f9)" ) = (fg)' = Zn: (Z) (f(’“)g("”“))/

k=0

i(n)( (k+1) gn—k) | f(R) (n1- k))

k=0
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(1Y o) ) L (P s o) L o n n (k) - (n+1—k)
_<o>fg +n+1fg+k§ g) k1)) 00

Die gewiinschte Aussage

n+1
n n+1 n+1—
(fg) D) = E ( )f(’f)g( +1-k)

k=0 k

n n n _[(n+1
k k—1) k)
Letztere Identitat folgt aus

n no\ n! n! _nln—k+1-k) (n+1
KT k=) TRo =R T = Din—k 1) (ln—k+1! k)

Aufgabe 3. (Leicht) Sei a eine beliebige reelle Zahl, und f : Ry — C die durch
f(x) = 2% gegebene Funktion. Zeigen Sie, dass f stetig differenzierbar ist, und dass
f'(z) = ax®~ ! gilt.

folgt nun aus

Bemerkung: In dieser Aufgabe verallgemeinern wir Korollar 5.14.

Losung. Per Definition ist f(z) = 2% = exp(alog(z)) fir z > 0. Aus der Ableitung
der Logarithmusabbildung folgt daher

1

f(z) = (2%) = exp(alog(x)) = exp(alog(:c))aé = x“a; = az® !,

welches eine stetige Funktion ist auf R-g.

Aufgabe 4. Wir betrachten die Funktion

fn:R—=R

z +— sgn(z)z" L,
fiir jede nichtnegative ganze Zahl n € Ny.
a) Zeigen Sie, dass f,, stetig ist.

b) Zeigen Sie, dass die Ableitungen f, f,SZ), vy ffln) existieren.
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c) Berechnen Sie fy(Ln) und schliefen Sie, dass die Inklusionen C"*1(R) c C™(R)
strikte Inklusionen sind.

Losung.

a) Wir haben in der Vorlesung gesehen, dass 2! auf ganz R stetig ist. Abseits
von x = 0 ist auch sgn(zx) stetig, da konstant. Daraus folgt, dass abseits von
x = 0 die Funktionen f, fiir alle n € Ny stetig sind, da sie eine Kombination
von stetigen Funktionen sind.

Bei = 0 hingegen, macht sgn(z) einen Sprung da
lim sgn(z) = —1#0=sgn(0) #1 = lim sgn(x).
z—0~ x—07F

Fiir n > 0, haben wir jedoch
. IERT n+l A _
lim f(2) = lim sgn(a)" =0 = £,(0)
und somit ist f,,(x) stetig fur n > 0.
b) Wir trennen wieder die Fille z # 0 und = = 0.

o Fiir x # 0 ist f,(x) das Produkt zweier differenzierbarer Funktionen und
wir konnen die Produktregel anwenden:

fale) = (sgn(z))'a" " + sgn(a) (@) = (n+ 1) sgn(z)z".

e Bei z = 0 berechnen wir die Ableitung mit der Definition:

sgn(t)tnt!

= lim
t—0

t
=1 "
lim sen ()

= %g% fn-1(t).

Dieser Grenzwert existiert und ist gleich f,,—1(0) fiir n > 1, aber er existiert
nicht fiir n = 0 (siche das Argument in Teil a)).

Wir folgern, dass fp(z) fir n > 1 differenzierbar ist, und auBerdem sehen wir
durch Vergleich der Formeln, dass

fu(@) = (n+1) fua1().
Die Wiederholung dieser Berechnung zeigt, dass fiir 0 < k <n

£ (z) = m ().
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Figure 1: Graph der Funktion von Aufgabe 6.

c¢) Fixieren Sie nun n und betrachten Sie f,,. Wir haben in Teil b) festgestellt, dass
fn m-mal differenzierbar ist und dass

F(x) = (n+ 1)l fo().

Da fo(z) geméf Teil a) stetig ist, haben wir f,,(z) € C"™(R). Da wir schlieflich
gesehen haben, dass fo(z) nicht stetig, also insbesondere nicht differenzierbar
ist, schliefen wir, dass f,,(z) ¢ C"TH(R).

Aufgabe 5. (Schwierig) Wir betrachten die Funktion ¢ : R — R, definiert durch

piaeme | o@(o3) o0
0 ifz<0

Zeigen Sie, dass 1 auf R glatt ist und dass alle seine Ableitungen bei 0 verschwinden.

Tipp 1: Zeigen Sie durch Induktion dass fiir > 0 gilt

v@) =exp (-1 ) ()

wobei f,,(z) ein Polynom ist.

Tipp 2: Um die Ableitung bei x = 0 zu berechnen, verwenden Sie dass die Exponen-
tialfunktion schneller wéchst als jedes Polynom i.e.
n

lim —2 =0
y—00 exp(y)

und setzen Sie x = %

Losung. Fiir z < 0 gibt es nichts zu zeigen, da die Ableitung der Nullfunktion die
Nullfunktion ist. Fiir x > 0 sieht man mit Hilfe der Kettenregel, dass

¥'(x) = exp (—;) i V" (x) = exp (_1) 11 e (_i) —2
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und allgemeiner folgt durch Induktion, dass

590 = (1)1, (1) 8

X

wobei f,, ein Polynom ist. In der Tat haben wir fiir n = 1 und n = 2 diese Darstellung
der Ableitung bereits bewiesen, wobei f1(t) = t? und fo(t) = t* — 2t3. Fiir den
Induktionsschritt setzen wir die Giiltigkeit von (1) fiir n € N voraus und erhalten

o= (en( (1)
mon () 2 () reo (3) 5 (G)
= exp <—i> frt1 (i) )
wobei das Polynom f,, 11 definiert ist als f,11(t) = t2(fn(t) — f(1)).

Es bleibt zu zeigen, dass 1 auch beliebig oft in x = 0 differenzierbar ist. Dabei konnen
wir nicht auf unsere Ableitungsregeln zuriickgreifen, sondern miissen dies direkt mit
der Definition der Ableitung iiberpriifen. Wir behaupten, dass ¥ (0) = 0 fur alle
n € N.

Um diese Behauptung zu beweisen, zeigen wir zunéchst, dass fiir jedes Polynom f,

. l _
lim o (2) (1) = 0. (2)
Wegen der Linearitét des Grenzwertes und da ¢ (x) = 0 fiir z < 0 ist, geniigt es zu
zeigen, dass lim,_,o+ ¢ (z)z~" = 0 fir alle n € N gilt. Wenn wir y = % setzen, ist dies

dquivalent zu
n

lim —2
y—20 exp(y)
und dies folgt aus der Ungleichung (1 + TLLH)”+1 < exp(y) fiir alle y > 0 und n € N
(siehe Korollar 3.53).

Wir zeigen nun durch Induktion, dass ¥ (0) = 0 fiir alle n € N. Zunichst erhalten
wir mit (2)

¥'(0) = lim ¥(@) =0 = lim w(:ﬁ)l =0.

z—0 T x—0 T

Wenn wir nun wissen, dass ("™ (0) = 0 fiir irgendein n € N ist, dann folgt, dass

() () — (™) (1) —0
Pt (0) = lim L C) :f O _ iy $@I(5) 20 ) w(m)fn@)l:o.

z—0 xTr — x—0 xT z—0 €T
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Dies beweist, dass 1 glatt ist und (™ (0) = 0 fiir alle n € N erfiillt.

Aufgabe 6. (Schwierig) Fiir eine fixe reelle Zahl a betrachten wir die Funktion
f :R — R gegeben durch

z|*sin(1)  falls x # 0
£y [Iol7sin)
0 falls x =0

Bestimmen Sie fiir welche Wahl von a € R die Funktion f stetig, ableitbar, oder sogar
stetig ableitbar ist.

Losung. Stetigkeit: Fiir a = 0 ist f nicht stetig, siche Aufgabe 3 von Ubungsserie 5.
Analog kénnen wir beweisen, dass f nicht stetig ist fiir a < 0.

Fir a > 0 ist |f(z)| < |2|* und limgz—0 |2|* = 0. Darum ist f stetig fiir a > 0.
r#£0

Differenzierbarkeit: Die Ableitung von f bei x # 0 existiert fiir alle ¢ € R und ist
durch

f'(x) = a|z|*tsgn(x)sin (%) — |z|* 2 cos (%)
gegeben. Wir haben verwendet, dass die Ableitung von = € R\ {0} — |z| durch
z € R\ {0} — sgn(z) gegeben ist.

Fiir die Ableitung von f bei 0 betrachten wir den Grenzwert

— f(0
lim fl@) = 1(0) = lim = lim 2% !sin (l) = lim sin(t)t' 7@
z—0t z—0 z—0t T z—0t x t—00

x%sin (%)

wobei wir t = % gesetzt haben.

a < 1: Dann ist 1 —a > 0 und die Funktion sin(¢)t'~% hat keinen Grenzwert fiir
t — oo, weil sin(t) zwischen —1 und 1 oszilliert t!~¢ > 1 fiir grosse ¢, somit ist f nicht
differenzierbar. a > 1: Die Funktion sin(¢)t!~® hat den Grenzwert 0 fiir t — oo da
|sin(¢)] < 1 und #'7@ strebt gegen 0 fiir t — co. Analog erhalten wir einen Grenzwert
fiir die Ableitung von den negativen Zahlen aus gesehen.

Stetige Differenzierbarkeit:
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e a < 2: Analog zur Differenzierbarkeit sehen wir, dass die Ableitung f in jeder
Umgebung von 0 unbeschriankt und insbesondere nicht stetig bei 0 ist. Somit
ist f nicht stetig differenzierbar.

e a = 2: In diesem Fall ist f’ beschrinkt, aber nicht stetig bei 0, da der Grenzwert
lim,_.q cos (%) nicht existiert.

e a > 2: ist, ist f’ stetig und f ist stetig differenzierbar. Man beachte aber, dass
/! nicht differenzierbar sein muss, da fiir a < 3 der Grenzwert
ax®sin (1) — 2% 2 cos (i)

T

f'(z) = 1'(0)

lim ——————= = lim
gj~>0+ xr — 0 :1:%0*' x
. B 2—a _ 43—a
= tliglo (at“"*sin (t) — ¢t~ cos (t))

nicht existiert.

Bemerkung: Man kann die Besprechung analog fortsetzen fiir hohere Ableitungen.



