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ABZAHLPROBLEME, HOMOMORPHISMEN, UNTERGRUPPE VON SO(3)

25. Wir mischen drei identische Kartendecks mit je 36 paarweise verschiedenen Karten. Wie
viele verschiedene Kombinationen von drei Karten konnen daraus gebildet werden?

26. Wir betrachten eine geschlossene Perlenkette mit 13 Perlen. Wir wollen die Perlen mit 4 Far-
ben einfiarben. Wie viele Kombinationen von Féarbungen gibt es? Wie viele Kombinationen
gibt es, falls wir nur 12 Perlen fiarben wollen?

27. Seien (G,-,1¢) und (H,-, 1) zwei Gruppen und ¢: G — H ein Gruppenhomomorphis-
mus. Zeige:

(a) Esgilt p(lg) = 1g.

(b) Fiir jedes Element x € G gilt p(z7') = o(x)L.

(c) Das Bild ¢(G) ist eine Untergruppe von H.

(d) Fiir jede Untergruppe M < H ist das Urbild o~ '(M) eine Untergruppe von G.

28. Zeige, dass die folgenden Abbildungen Gruppenhomomorphismen sind. Finde jeweils den
Kern und das Bild.

(a) Die Betragsfunktion: (C*, -) — (R*, -), =z~ |z|.
®) f:(R,+) = (C ), flx):=e™,
' __ (cosh(t) sinh(t)
(C) g: (R, +) - GL(27R)7 g(t) T (Sll’lh(t) COSh(t) .
29. Seien ¢ und ¢ folgende Rotationen aus SO(3):

*  sei Drehung um 7 um diejenige Achse, die durch Verbinden des Ursprungs mit dem
Punkt (1,0, 1) entsteht. Die Darstellungsmatrix von ¢ ist:

0 0 1
=10 -1 0
1 0 0
* 1) als Drehung sei die Drehung um %” um die z-Achse. Die Darstellungsmatrix von 1)
ist:
1 V8 ~1 —/3 0
2 2 1
— 3 1 = _ —
Y= % -3 0= 2 V3 Lo
0 0 1 0 0 2



Offensichtlich gilt aufgrund der gewihlten Drehwinkel fiir die Identititsabbildung ¢:

(a)

(b)

(c)

902=L=ZZJ3

Zeige mittels Induktion nach n, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1 und fiir alle
€1,...,6n € {1,—1} gilt

1 aii a12\/§ @13
Yo, Y = on anV3  az  axsV3
a3 032\/3 a33

wobei a1, asy, asy, sz, ass € 7. gerade und aqs, asg, a13, asg € Z: ungerade sind.

Zeige, dass fiir alle n > 1 gilt:

V.o ¢ L, o}

Zeige, dass fur alle n > 1, fiir alle e, = +1 mit 1 < k < n, sowie fiir 5 € {0, 1} und
ent1 € {0, £1} gilt:
0 (V. YTp) T £

Mit anderen Worten: Die einzigen Relationen zwischen ¢ und v sind ¢? = 1+ = 1)3.



