D-MAVT Lineare Algebra II FS 2024
Prof. Dr. N. Hungerbiihler

Losungen Serie 3

1. Die Norm H (Z) H = |x| + |y| wird von einem Skalarprodukt induziert.
(a) richtig
(b) falsch

Diese Norm erfiillt die Parallelogrammregel nicht und wird daher nicht von
einem Skalarprodukt induziert (vgl. Aufgabe 9a) dieser Serie). In der Tat haben
wir fiir v = (1,0) " und w = (0,1) T

lo+wl? +lv—w|* = J@DTP+IQ -1 =2 +2° =8,
20 + lwl*) = 201 +1%) =4,

also
lv +wl* + llo = wl|* # 2(/[v]* + [|w]|*)-

2. (a,b) := ab ist ein Skalarprodukt auf dem Vektorraum R.

(a) richtig

(b) falsch

(a, by := ab erfiillt die Eigenschaften eines Skalarprodukts auf R:

1. linear im ersten Faktor:

(i) (a1 + a2,b) = (a1 + a2)b = a1b + azsb = {a1,b) + {(as,b)
(ii) {(aa,b) = (ca)b = a(ab) = afa,b)

2. symmetrisch: (a,b) = ab = ba = (b, a)

3. positiv definit: (a,a) = a? > 0 fiir alle a € R und aus (a,a) = a® = 0 folgt
a=0.



3. Fiir jedes z € R” gilt ||2]co < ||z]l2 < ||2]|1-

(a) richtig

(b) falsch
Sei z = (v1,...,7,)" € R™. Dann ist

o2, = max{lal, ., lzal}2 = max{a?, ..., 22} < a3 + -+ 22 = a3
und

l2llf = (ol +- - Flanl)® = 2f 4+ an +2) ol -Jay| > 2f+- o +ah = afl3.

i<j

Daher gilt
[#lloe < [zl <[]l

4. Die Folge von Funktionen f,(z) = m auf [—1, 1] konvergiert beziiglich
der Norm || - ||z gegen die Funktion f(z) =0.

(a) richtig

(b) falsch
Es gilt
! oo 1 !
' = w(x)|der = ———— = —arctan(nz
s = [ 1fa@ldr = [ o = L avctan(oa)|
1 2 n—o0o s
= — . (arctann — arctan(—n)) = —arctann — 0- = =0.

n n 2

Also konvergiert die Folge von Funktionen f,(x) beziiglich der Norm || - ||z

gegen die Nullfunktion f = 0.

5. Die Folge von Funktionen f,(z) = m auf [—1, 1] konvergiert beziiglich
der Norm || - || gegen die Funktion f(z) = 0.

(a) richtig
(b) falsch

Nach Definition der Maximumsnorm auf C°([—1, 1]) haben wir

I fnlloo = max{|fn(z)]: -1 <z <1} = max{ —1<z< 1} =1.

1+ (nx)?

Somit konvergiert die Folge von Fuktionen f,(z) beziiglich der Norm || - ||
nicht gegen die Nullfunktion f = 0.



6. Der Betrag | - | ist eine Norm auf dem Vektorraum R.
v/ (a) richtig

(b) falsch

Der Betrag | - | auf R erfiillt die Eigenschaften einer Norm:

1. Es gilt |a| > 0 fir alle € R und aus |a| = 0 folgt a = 0.

2. Fiir alle a, @ € R gilt |aa| = |af - |a].

3. Fiir alle a,b € R gilt die Dreiecksungleichung |a 4+ b| < |a| + |b].



7. Sei V =R2?, D = diag(2, %) Wir definieren (z,vy) := x ' Dy fiir z,y € V.
a) Zeigen Sie, dass (-,-) in V ein Skalarprodukt definiert.

b) Wie sieht die durch (-,-) induzierte Norm || - || aus?

c¢) Berechnen Sie die Norm von = = ( _142 )

Lésung: Zuerst bemerken wir, dass D = diag(2, %)
T Y1 ;
= d = lt:
x (m)uny (yQ)gl

2 1
(z,y) =2 Dy = (21 x2) < 1y1 > =2x1y1 + 5T2y2.
3Y2 3

) ist. Fur

[l V]
wi= O

a) Wir kontrollieren die Eigenschaften eines Skalarprodukts:
(a) Fiir alle z, y, z € V und a € R gilt

i) (o+9,2) = (¢ +9) Dz = 2Dz + 4Dz = (2,2) + (. 2),
ii) (ax,y) = (ax) "Dy = ax "Dy = a(z,y).
(-,-) ist also linear im ersten Faktor.

(b) (-,-) ist symmetrisch, denn fiir alle z, y € V gilt:

z ' DyeR
(z,y)=2'Dy" 2 (2’ Dy) =y’ D'z =y Dz = (y,2).

Bemerkung: Fiir D nicht symmetrisch ist (z,y) = 2 "Dy nicht mehr
symmetrisch, also kein Skalarprodukt.

(¢) (-,-) ist positiv definit, denn:
1
(z,z) =223 + gmg > 0 fiir alle 2 € R?
<x7x>:2xf+§x§=0$x1=x220, also z = 0.

(-,-) ist also ein Skalarprodukt in V.

b) Die durch (-,-) induzierte Norm ist

Joll = vl = VaTDa = 213 + 103
(D=




8. Wir betrachten die Funktionen f,(z) := ay cos(nz) und g, (z) := By, sin(mz)
fiir m,n € No, m > 1 und ay,, By > 0 im Vektorraum V = C°([0, 27]), den wir
mit dem Skalarprodukt

ausstatten.

27

(f.9) = ; f(@)g(z) dx

a) Man rechne nach, dass je zwei verschiedene Funktionen aus dieser Menge

orthogonal sind.

b) Wie sind a, und 3, zu wihlen, damit alle Funktionen aus dieser Menge die

Norm 1 haben?

Hinweis: Verwenden Sie die folgenden trigonometrischen Identitéten:

Losung:

1

sinu sinv = 5 (cos(u — v) — cos(u + v))
1

cosu cosv = g (cos(u — v) + cos(u + v))
1

sinu cosv = 5 (sin(u — v) + sin(u 4 v))

a) Wir miissen die Orthogonalititsrelationen (fn, fn) = 0, (gm,gn) = 0 fiir
m # n sowie {fn, gm) = 0 zeigen. Wir benutzen dafiir die trigonometrischen
Identitdten aus dem Hinweis und rechnen zuerst die drei Relationen fiir m #

n nach:

(fms fn)

(Gm> gn)

/ ' (o, cos(ma)) - (v, cos(na)) da
0

1 2 2m

5 mn </0 cos((m —n)x) dr + /0 cos((m +n)x) dx)

1 1 ' 2 ' 2
5 Qman ( p—— sin((m — n)x) . + - sin((m + n)x) . )

1
iaman(O—O—l—O—O) =0.

/0 ' (Bm sin(mz)) - (8, sin(nz)) da

%ﬁmﬁn </027T cos((m — n)zx)dx — /:Tr cos((m + n)x) d:v)
o

:
1

- sin((m + n)x)

27
0

Bmﬁn (m 17 n Sin((m - n)x)

0

5BmBn(0—=0—0+0)=0.



<fna g’m>

m#n

2m
/ o cos(n)) « (Bm sin(ma)) da
0

1 2m ] 27 )

2anﬁm (/0 sin((m — n)z) dx + /0 sin((m + n)x) dx)

1 1 2m 1 ‘ 2
2an,8m R cos((m — n)x) . Rl cos((m + n)x) )
1 1 1 1 1

2a7lﬂm(m—n m—n m+n m—i—n)o'

Es bleibt die dritte Relation fiir m = n > 1 zu zeigen:

(fr>9n)

b) Fiir n, m > 1 be

(fn fn)

(Gms Gm)

und fiir n =0

Die Funktionen
und <gm7gm> =

27
= / o, cos(nx)) « (B sin(nz)) do
0
1 2m ) 2 )
= 2an5n (/0 sin(0) dz —l—/o sin(2nx) dm)
2m
1

n>

0

)

1 1
ianﬁn <O ~ 5, cos(2nx)

)-o.

2
/ (o cos(na)) - (v, cos(naz)) dx
0

2 ( /O " cos(0) dz + /0 " cos(2nz) dw)

1

§anﬂn

1
2

n

kommen wir

3
(v
~

/027T (Bm sin(ma)) - (Bm sin(mz)) dz
%ﬂfn </027r cos(0) dx — /027r cos(2mz) dx)
)

3
1V,

1 1

0

2
:/Bm’]'('

%ﬁfn(%—ow)
27
o fo) = / (a0 - 1)(ap - 1) dz = 03 - (27).

fn und g,, haben genau dann Norm 1, wenn (f,, fn,) = 1
1 gilt. Somit muss a2 7 = 1 fir n > 1 und B2, 7 = 1 fiir



m > 1 sowie 202 7 = 1 gelten. Also muss gelten:

Vn, m>1und

1
an:/Bm:ﬁv



9.

a) Sei || - || eine von einem Skalarprodukt induzierte Norm. Man rechne nach,
dass dann die Parallelogrammregel gilt:

lz + ylI* + lle = ylI* = 2(|= 1 + [ly1).
b) Man verifiziere, dass die Maximumsnorm
1l = max{|f(2)] : a < = < b}

auf C°([a, b]) die Axiome einer Norm erfiillt.

¢) Auf dem Vektorraum der Polynome definiert

<R®:AEWW@M

ein Skalarprodukt. Bestimmen Sie ein Polynom zweiten Grades, das senk-
recht auf Py(z) =1 und P;(x) = x steht.

Loésung:

a) Wir nehmen an, dass |- || vom Skalarprodukt (-, -) induziert ist. Wir rechnen
die Parallelogrammregel unter Ausnutzung der Bilinearitdt und Symmetrie
nach:

o+ yl* + [l — y|I?

(z+yz+ty) +{@—y2—y)

= (v,2)+(z,y) +(y,2) + (y,9)
+(z,2) — (@, 9) — (¥, 2) + (¥, y)
2(z, x) + 2(y,y) = 2(||z[* + [lyl1?).

b) e (i) Fiir jede Funktion f € C°([a,b]) gilt
[fllzee = max{|f(z)] : a <z < b} > 0.

(ii) Aus ||f||lzee = max{|f(z)|: a <z < b} =0 folgt f(x) = 0 fur alle
x € [a,b], also f =0.

e Fiir jede Funktion f € C°([a,b]) und jedes o € R gilt

lafllze = max{la- f(z)]: e <z <b} =max{lal-[f(z)]:a <z < b}
= [elmax{[f(z)]: a <2 <b} = [af [ f]|Le.

e Fiir alle Funktionen f,g € C%([a, b]) gilt

max{|f(z) + g(z)| : a <z < b}

max{|f(z)| + |g(z)| : a <z < b}

max{|f(z)|:a < x < b} + max{|g(x)| : a < x < b}
[z + llgllze-

If + gl

ININA



¢) Wir machen den Ansatz
Py(z)=2*+ax+b

fiir ein Polynom zweiten Grades, das senkrecht auf Py(z) =1 und P (z) =«
steht. Die Relationen (P, Py} = 0 und (P, P;) = 0 liefern zwei lineare
Gleichungen fiir die Koeffizienten a und b:

1 3 2
1
0 = <P2,P0>=/ (@2 +az+b)dr= — + 2 4t bg| =2 +2 4,
0 3 2 b 3 2
! 4 3 b2l 1 a b
0 = (PP = 3 ta? +br)dr = + 2 420 28,2
(2,1)/0(x+ax+x)x 4+3+204+3+2
Dies entspricht dem Gleichungssystem
3a+6b = -2
da+6b = -3,
welches wir mit dem Gaussverfahren l16sen:
36—2_}36-2_}36—2_}30—3_}10—1
4 6|-3 0 -2|-3 0 6|1 0 6|1 1]z
Also ist die eindeutige Losung durch ¢ = —1 und b = % gegeben und

Pg(w):xQ—x—i—é

ist ein Polynom zweiten Grades, das senkrecht auf Py(z) =1 und Pi(z) ==
steht.




